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тура FRC исследуется на основе уравнения Грэда–Шафранова с ис-
пользованием модельных профилей давления. Разработанная мето-
дика позволяет провести адекватное сравнение эксперименталь-
ных данных об удержании частиц с оценками по модели гради-
ентных дрейфовых неустойчивостей. Полученное согласие теоре-
тических и экспериментальных данных свидетельствует в пользу
гипотезы транспорта, вызываемого этими неустойчивостями.
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Обращенная магнитная конфигурация (OMAK — field reversed
configuration) [1, 2] — одна из наиболее перспективных магнитных
систем для удержания плазмы высокого давления. Важнейшая харак-
теристика таких систем — это отношение

β =
p

B2/(2μ0)
, (1)

где p — давление плазмы; B2/(2μ0) — магнитное давление; B — ин-
дукция магнитного поля в плазме; μ0 — магнитная постоянная. Ис-
пользуется также отношение давления плазмы к давлению внешнего
магнитного поля

β0 =
p

B2e/(2μ0)
, (2)

где Be — индукция внешнего (по отношению к плазме) магнитного
поля.

Схема магнитного поля OMAK показана на рис. 1. Обычно OMAK
относят к классу замкнутых магнитных ловушек, так как плазма прак-
тически целиком расположена в области замкнутых силовых линий
магнитного поля, ограниченной сепаратрисой; за сепаратрисой на-
ходится область открытых силовых линий. Давление плазмы макси-
мально на нейтральной линии, где индукция магнитного поля B = 0.
В сильно вытянутых OMAK средняя кривизна магнитных силовых ли-
ний невелика. Сжатая OMAK имеет форму, близкую к сферической,
и радиус кривизны магнитных силовых линий в этом случае име-
ет порядок размера конфигурации. Во внутренних областях OMAK

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2011. № 4 15



Рис. 1. Схема магнитного поля вытянутой (а) и сжатой (б) OMAK:
1 — область открытых силовых линий; 2 — область замкнутых силовых линий;
3 — область слабого магнитного поля (B ≈ 0); 4 — сепаратриса; 5 — область
практически прямых силовых линий; 6 — область сильно искривленных магнитных
силовых линий

отношение давления плазмы к давлению магнитного поля в плазме
β > 1. Характерные значения параметра β показывают, что в OMAK
энергия плазмы значительно превышает энергию магнитного поля [1].
Максимальное значение β0 = 1 (β →∞) в OMAK достигается на оси
плазменного витка. Средние значения β0 по объему, ограниченному
сепаратрисой, 〈β0〉 = 0,7−0,9 [1, 2]. Обращенная магнитная конфигу-
рация обладает всеми необходимыми свойствами для использования
ее в качестве системы удержания плазмы термоядерного реактора с
D–3He-топливом [3, 4].

Одной из наиболее серьезных и малоизученных проблем OMAK
является аномальный транспорт частиц и энергии поперек линий маг-
нитного поля. Ранние теории, связанные с неустойчивостью нижне-
гибридных колебаний, не подтвердились при экспериментальных ис-
следованиях [5–7]. На основе анализа низкочастотных градиентных
дрейфовых неустойчивостей [8] было высказано предположение, что
транспорт вызван этими неустойчивостями. Расчеты по электроста-
тической модели [9] показали, что в условиях плазмы OMAK мак-
симальный инкремент таких неустойчивостей соответствует диапа-
зону волновых чисел, характерному для электронной температурно-
градиентной (ETG) дрейфовой неустойчивости. Оцененные параме-
тры неустойчивости согласуются с экспериментальными данными [5].
Как дальнейшее развитие идеи ETG-транспорта была разработана мо-
дель электромагнитных дрейфовых неустойчивостей при высоких зна-
чениях параметра β [10–12]. Расчеты по этой модели показали, что
в условиях OMAK дрейфовые неустойчивости ETG-диапазона могут
развиваться при β0 < 0,8 [13]. В области с β0 > 0,8 ионы можно
считать плохо замагниченными, следовательно, высокий перенос во
внутренних областях существующих установок OMAK может обеспе-
чиваться классическими механизмами. Область с β0 ≈ 0,5 играет опре-
деляющую роль в глобальном удержании частиц и энергии в OMAK.
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В условиях FRC максимальный инкремент соответствует диапазону
β0 ≈ 0,3−0,5 [13]. Отметим, что оценки интегрального времени удер-
жания частиц в OMAK [14] согласуются с качественным характером
транспорта, вызываемого дрейфовыми неустойчивостями.

Основная задача настоящей работы состоит в разработке транс-
портной модели, позволяющей проводить прямое сравнение значе-
ний коэффициента турбулентной диффузии, предсказываемых моде-
лью дрейфовых неустойчивостей, и значений, соответствующих экспе-
риментальным данным. Располагая методикой расчета транспортных
процессов, адекватной условиям экспериментов на современных уста-
новках OMAK, можно прогнозировать транспортные свойства этих
систем для условий термоядерного реактора. Подчеркнем, что мо-
делирование транспортных процессов является ключевым элементом
физического обоснования эффективности таких реакторов.

Трудность поставленной задачи связана с особенностью структуры
OMAK. В слое плазмы, расположенном внутри сепаратрисы, домини-
рует механизм транспорта, связанный с неустойчивостями. Потери
частиц из области открытых силовых линий, расположенной снару-
жи сепаратрисы, определяются классическими столкновительными и
кинетическими процессами. В результате на сепаратрисе устанавлива-
ются самосогласованные градиенты концентрации частиц и темпера-
туры, определяемые балансом турбулентного потока частиц изнутри
сепаратрисы поперек магнитных силовых линий и потока вдоль от-
крытых силовых линий снаружи сепаратрисы. В свою очередь, пара-
метры дрейфовых неустойчивостей зависят от значений этих градиен-
тов. В центральной области с β0 > 0,8 рассматриваемые градиентные
дрейфовые неустойчивости, видимо, не могут развиваться. Отсутствие
экспериментальных данных о флуктуациях не позволяет выдвинуть
обоснованные предположения о транспортных процессах в этой обла-
сти. Отметим, что интенсивность классического столкновительного
переноса в этой области может быть высока, так как магнитное поле
там сильно ослаблено диамагнетизмом плазмы и ионы практически
незамагничены.

Необходимыми элементами моделирования транспорта являются
структура магнитного поля и распределения параметров плазмы в маг-
нитной конфигурации. В предлагаемой модели внутренняя структура
задается модельными зависимостями параметров плазмы, для кото-
рых вблизи сепаратрисы выполняются граничные условия, сформу-
лированные на основе баланса потоков частиц через сепаратрису и
вдоль открытых силовых линий. Эта модель устанавливает связь меж-
ду значением коэффициента диффузии на сепаратрисе и интегральным
временем удержания. В результате становится возможным определить
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коэффициент диффузии по времени удержания, измеренному в экс-
периментах, и, следовательно, сравнить определенные таким образом
значения коэффициента диффузии с предсказаниями теории дрейфо-
вых неустойчивостей.

Модель квазистационарной пространственной структуры
OMAK с учетом транспорта. Результаты анализа электромагнит-
ных дрейфовых неустойчивостей в условиях OMAK [13] показали,
что их развитие в основном сконцентрировано в области вблизи
сепаратрисы. Коэффициент переноса может быть оценен как ком-
бинация максимального инкремента и пространственного масштаба
[15]. Максимальный инкремент, согласно решениям дисперсионного
уравнения, для области вблизи сепаратрисы составляет

γmax = C
kBT

eBLnρT i
, (3)

где kB — постоянная Больцмана; e — заряд электрона; T — температу-
ра плазмы (температуры ионов и электронов для простоты полагают-
ся равными); Ln = −n/∇⊥n — пространственный масштаб градиента
концентрации частиц n (Ln > 0, так как концентрация спадает от цен-
тра плазмы к периферии); ∇⊥ — оператор производной в направлении
поперек магнитных силовых линий; ρT i — тепловой циклотронный
радиус ионов; числовое значение коэффициента C равно ≈0,1.

Пространственный масштаб транспорта, согласно оценкам, имеет
порядок ρT i. В результате коэффициент диффузии пропорционален
гиробомовскому коэффициенту диффузии и оценивается так:

D⊥ ≈ 0,1
ρT i

Ln

kBT

eB
. (4)

Эта величина относится к слою плазмы, прилегающему к сепара-
трисе изнутри. Она вычисляется по параметрам вблизи сепаратрисы и
характеризует транспорт в слое толщиной порядка Ln. Указанное об-
стоятельство является следствием глобального характера дрейфовой
турбулентности, т.е. действия флуктуаций, генерирующихся на неко-
торой поверхности, на значительном расстоянии от этой поверхности.

Моделирование равновесия и транспорта в OMAK подразумевает
совместное решение уравнений переноса частиц, импульса и энергии.
В рассматриваемых условиях скорость релаксации конфигурации к
гидродинамическому равновесию значительно превосходит скорость
изменения параметров в результате транспорта. Поэтому при модели-
ровании OMAK уравнение движения заменяется уравнением равно-
весия в приближении одножидкостной магнитной гидродинамики, т.е.
уравнением Грэда–Шафранова. Еще одно, стандартное для моделиро-
вания транспорта в OMAK, приближение заключается в рассмотрении
усредненных по магнитной поверхности уравнений транспорта [16].
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В силу сказанного выше можно рассматривать уравнение диффу-
зии частиц в форме, характерной, например, для тэта-пинча:

∂n

∂t
−
1

r

∂

∂r

(

rD⊥
∂n

∂r

)

= sn −
n

τ
. (5)

Здесь τ — время прямых конвективных потерь; оно практически беско-
нечно внутри сепаратрисы и сравнительно невелико снаружи (в обла-
сти открытых силовых линий).

В настоящей работе рассматриваются вытянутые OMAK, для ко-
торых использование уравнения (5) наиболее корректно.

Далее рассмотрим модель, использованную для сравнения полу-
ченных оценок с экспериментальными данными. Обычно такие моде-
ли специально разрабатываются с учетом особенностей эксперимен-
тов и измеряемых интегральных величин [17, 18]. При упрощенных
оценках уравнение энергии не рассматривается. Считается, что соот-
ношения между градиентами температуры и концентрации известны
из экспериментов. Тогда можно использовать следующие зависимо-
сти:

p/p0 = β0, p/p0 = (n/n0)
η+1; T/T0 = (n/n0)

η,

где p0, n0 и T0 — значения давления, концентрации и температуры
на магнитной оси (максимальные значения, соответствующие области
нулевого магнитного поля); величина η ≈ 1−2.

Так как OMAK обладает цилиндрической симметрией, ее двумер-
ная структура рассматривается в цилиндрических координатах r, z. В
центральном сечении (z = 0) выполняется уравнение баланса давле-
ний

p+
B2

2μ0
=

B2e
2μ0

. (6)

Если известно распределение индукции магнитного поля (напри-
мер, измеренное в эксперименте), то распределение давления в цен-
тральном сечении может быть найдено из уравнения (6). Распределе-
ния концентрации, температуры и давления при заданном параметре
η однозначно связаны друг с другом. Для нахождения распределений
указанных параметров (давление, концентрация, температура) мож-
но воспользоваться модельными профилями [19] магнитной индукции
в центральном сечении, качественно соответствующими эксперимен-
тальным режимам. При r < a (a — радиус сепаратрисы) указанные
профили имеют следующий вид:

B1 = cBeu; (7)

B2 =
1

2
cBe(u+ u

3); (8)
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B3 = cBeu
3, (9)

где u = 2r2/a2 − 1; c =
√
1− βs; βs = ps/p0; ps и βs — значения

давления и параметра β0 на сепаратрисе.
При r > a магнитная индукция определяется соотношением

B = Be {1− (1− c) exp [−(r − a)/δ]} , (10)

где для профилей 1–3, задаваемых уравнениями (7)–(9), масштабы
изменения магнитной индукции соответственно равны

δ

a
=
1− c
4c
;

δ

a
=
1− c
8c
;

δ

a
=
1− c
12c

.

Профиль 1 соответствует пикированному распределению давления
плазмы, характерному для модели “rigid rotor”, профиль 3 — перспек-
тивному режиму с краевым транспортным барьером, профиль 2 —
промежуточному режиму.

Для анализа двумерной структуры OMAK необходимо получить
двумерное распределение магнитного поля. Для этого решается урав-
нение Грэда–Шафранова

r
∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)

+
∂2ψ

∂z2
= −μ0r

2 dp

dψ
, (11)

где ψ — функция магнитного потока, определяющая компоненты маг-

нитного поля Br = −
1

r

∂ψ

∂z
; Bz =

1

r

∂ψ

∂r
; величина dp/dψ как функция

ψ вычисляется c использованием модельных профилей, заданных за-
висимостями (7)–(10).

Зависимость B(r) для центрального сечения позволяет найти да-
вление p(r) и функцию магнитного потока ψ(r) в центральном сече-
нии. В результате получается параметрически заданная функция p(ψ),
которая вместе с ее производной dp/dψ зависит только от ψ (и они
определены не только в центральном сечении, но и во всей рассма-
триваемой области). Отметим, что задание определенной зависимости
p(ψ) не означает единственности решения ψ(r, z), которое в значитель-
ной мере определяется граничными условиями.

Граничные условия в рассматриваемой модели формулируются
следующим образом. На оси цилиндра ψ = 0. На стенке ψ = ψw =
= const, т.е. стенка считается идеально проводящей. Практически это
приближение справедливо в условиях, когда проводимость стенки зна-
чительно больше проводимости плазмы, что соответствует условиям
экспериментов. Для стабилизации осевого положения конфигурации
на торцах предусмотрены области сжатия магнитного потока — так
называемые пробки. Форма стенки задается радиусами в централь-
ной части rw и в пробках rwp. В пробках задано граничное условие
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dψ/dz = 0 (Br = 0). В центральной плоскости (z = 0) функция
магнитного потока соответствует какому-либо из указанных выше
модельных профилей.

В численном коде, разработанном для решения системы уравнений
(5), (11), использован подход расщепления по физическим процессам.
На каждом шаге по времени изменение концентрации частиц n(r)
рассчитывается при неизменной магнитной конфигурации. Затем для
найденного нового n(r) рассчитываются распределения B(r) и ψ(r) в
центральной плоскости, которые используются в граничных услови-
ях при нахождении ψ(r, z) на следующем шаге по времени. Так как
в рассматриваемую модель не входит уравнение переноса энергии,
температура находится с помощью заданного параметра η. В каче-
стве начальных условий используются модельные профили (7)–(10).
В разработанном коде используется разностная схема, построенная
по методу контрольного объема, который непосредственно учитывает
физические законы сохранения [20].

Примеры рассчитанной двумерной структуры магнитного поля
OMAK приведены на рис. 2 для модельных распределений (7)–(10).
Основным параметром, от которого зависит распределение магнит-
ного поля, является βs. Конфигурации с различными βs показаны
на рис. 3. Главный результат моделирования двумерной структуры
OMAK заключается в том, что форма сепаратрисы определяется фор-
мой проводящей стенки. Следует отметить, что часто при расчетах
структуры магнитного поля OMAK форма сепаратрисы задается, а в
рассматриваемом случае она находится в соответствии с граничны-
ми условиями на стенке камеры, в центральном сечении и на торце
системы. В рамках постановки задачи торцевые магнитные пробки
являются необходимым условием продольного равновесия конфигура-
ции. Длина конфигурации определяется положением пробок. Расчеты
показали, что характерная структура OMAK с замкнутыми магнит-
ными силовыми линиями и сепаратрисой, ограниченной пробками,
формируется при a > rwp.

На рис. 4 приведены примеры расчета эволюции концентрации ча-
стиц в условиях, близких к современным экспериментам на OMAK.
Приведенные распределения концентрации n получены в результате
совместного решения системы уравнений (5), (11) со следующими на-
чальными условиями: в точке нулевого поля концентрация частиц (ио-
нов и электронов) n0 = 2,5 ∙ 1021 м−3 и температура T0 = 1 кэВ; внеш-
нее магнитное поле Be = 1Тл; начальное распределение магнитной
индукции соответствует профилю 1. Решения на рис. 4 соответствуют
случаю свободного распада плазмы, т.е. источник частиц в уравнении
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Рис. 2. Двумерная структура магнитного поля OMAK (четверть продольного
сечения) при βs = 0,5βs = 0,5βs = 0,5, a/rw = 0,9a/rw = 0,9a/rw = 0,9 для профилей 1 (а), 2 (б) и 3 (в)

(5) sn = 0. Коэффициент диффузии принят постоянным, время по-
терь из области открытых силовых линий принято равным времени
ион-ионных столкновений. Отметим, что данные экспериментов [5–7]
косвенно свидетельствуют о постоянстве коэффициента диффузии в
объеме плазмы, но его величина может изменяться со временем, так
как меняются параметры плазмы.

Рассмотрим интегральный баланс частиц. Интегральное время
удержания τ⊥, измеряемое в экспериментах, определяется соотноше-
нием

1

τ⊥

∫
ndV = −

∮
D⊥(∇⊥n)sdF , (12)

где D⊥ — коэффициент диффузии в слое вблизи сепаратрисы; (∇⊥n)s
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Рис. 3. Двумерная структура магнитного поля OMAK (четверть продольного
сечения) для профиля 3 при a/rw = 0,9a/rw = 0,9a/rw = 0,9, βs = 0,3βs = 0,3βs = 0,3 (а) и βs = 0,7βs = 0,7βs = 0,7 (б)

Рис. 4. Эволюция концентрации частиц в центральном сечении OMAK при
D⊥ = 1D⊥ = 1D⊥ = 1м/с2 (а) и D⊥ = 10D⊥ = 10D⊥ = 10м/с2 (б):
1 — начальное распределение, 2 — в конце счета при t = 100мкс (а) и 50 мкс (б)

— градиент концентрации на сепаратрисе; интегрирование проводится
по объему V внутри и по поверхности F сепаратрисы.

Из этого соотношения следует, что коэффициент диффузии мо-
жет быть определен по интегральному времени удержания частиц и
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Рис. 5. Параметр ααα в зависимости от от-
ношения τ⊥/τ||τ⊥/τ||τ⊥/τ|| при η = 2η = 2η = 2:
1, 2, 3 — номера профилей магнитного поля
в соответствии с выражениями (7), (8), (9)

радиусу сепаратрисы так:

D⊥ ≈ α
a2

τ⊥
, (13)

где α =
〈n〉Ln
2nsa

; Ln — масштаб
градиента концентрации и ns —
концентрация плазмы на сепара-
трисе.

Баланс потоков частиц через
сепаратрису приводит к соотно-
шению D⊥ ≈ L2n/τ||, где τ|| —
время потерь частиц из обла-
сти открытых силовых линий
(например, в кинетическом ре-
жиме τ|| порядка времени куло-
новских ион-ионных столкнове-
ний τii). Тогда получаем оценку

Ln

a
=
〈n〉
2ns

τ||

τ⊥
; α =

(
〈n〉
2ns

)2 τ||
τ⊥

. Для условий экспериментов τ⊥ ∼ 3τ||.

При βs ≈ 0,5, типичном для OMAK, рассматриваемым модельным
профилям соответствуют значения Ln/a ≈ 0,1 и α ≈ 0,1. При этих
условиях использование эмпирических скейлингов для τ⊥ [14] в вы-
ражении (13) дает значения коэффициента диффузии, хорошо согла-
сующиеся с теоретическим результатом, представленным выражением
(4).

Анализ показал, что параметр α при заданном значении η мо-
жет быть выражен только через отношение τ⊥/τ‖. Соответствующие
зависимости представлены на рис. 5. Как можно видеть, связь α с
τ⊥/τ|| имеет практически универсальный характер, слабо зависящий
от структуры магнитного поля (в рассматриваемом случае — от типа
модельного профиля магнитного поля). С помощью такой зависимо-
сти можно анализировать транспортные потери в различных режимах.
В режимах с τ⊥ > τ||, представляющих практический интерес, эту за-
висимость можно аппроксимировать выражением вида α ≈ k(τ||/τ⊥)

s.
Например, при η = 2 значения коэффициента и показателя степени
следующие: k = 0,2, s = 0,53 для τ||/τ⊥ < 0,1 и k = 0,3, s = 0,7 для
0,1 < τ||/τ⊥ < 1.

Запишем уравнение для расчета интегрального времени τ⊥ удер-
жания частиц в OMAK

k

(
τ||

τ⊥

)s+1
=
D⊥τ||

a2
, (14)

24 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2011. № 4



где безразмерные комплексы τ||/τ⊥ и D⊥τ||/a
2 являются критериями

подобия.
Как следует из уравнения (14), интегральное время удержания ча-

стиц в OMAK не совпадает с временем турбулентного транспорта
частиц из области замкнутых силовых линий (∼ a2/D⊥). Оно также
существенно зависит от времени удержания плазмы в области откры-
тых силовых линий. Это обстоятельство является следствием природы
OMAK, сочетающей свойства замкнутых и открытых магнитных ло-
вушек.

Рассмотрим следующие условия, характерные для термоядерного
реактора: температура плазмы T ∼ 10 кэВ, магнитная индукция на
сепаратрисе B ∼ 3Тл, радиус сепаратрисы a ∼ 1м, Ln ∼ 0,1м. В
этих условиях D⊥ ∼ 1м/с2. Время удержания существенно зависит
от величины α, т.е. от отношения τ⊥/τ||. Если τ|| � τ⊥, то α � 1,
и, следовательно, τ⊥ � 1 с. Такое время удержания недостаточно для
термоядерного реактора. Поэтому необходимо обеспечить длительное
удержание плазмы за сепаратрисой, т.е. достаточно большое τ||. Сни-
зить продольные потери можно за счет формирования электростати-
ческих потенциальных барьеров на торцах системы (как, например, в
амбиполярной открытой ловушке).

Другой путь улучшения удержания — снижение коэффициента
поперечной турбулентной диффузии D⊥. Это возможно при генера-
ции сдвигового вращения плазмы с параметром сдвига γs = r∂Ω/∂r
(Ω — угловая скорость), превышающим максимальный инкремент γmax.
В этом случае коэффициент диффузии уменьшается пропорционально
росту (γs/γmax)

2. В указанных выше условиях γmax ∼ 105 с−1. Коэффи-
циент диффузии также может быть снижен при реализации режима
с βs > 0,8, что соответствует существенному снижению инкрементов
дрейфовых неустойчивостей.

Заключение. В результате проведенного исследования сформули-
рована модель транспорта в плазме OMAK. Рассмотрены три варианта
распределений давления в плазме, описывающие возможные режимы
транспорта. Модель позволяет провести адекватную оценку коэффи-
циента диффузии по измеряемому в экспериментах интегральному
времени удержания частиц. Теоретические значения поперечного вре-
мени удержания, оцененные по модели дрейфовых неустойчивостей,
находятся в хорошем согласии с данными экспериментов, что можно
рассматривать как аргумент в пользу гипотезы о возбуждении тур-
булентности и транспорта в OMAK градиентными дрейфовыми вол-
нами. Созданная модель может быть положена в основу инженерной
методики расчета и оптимизации перспективных магнитных систем
класса OMAK.
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