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Аннотация Ключевые слова 
Предложены новые численные схемы решения 
граничного интегрального уравнения, решаемого 
в вихревых методах вычислительной гидродинами-
ки при моделировании плоского обтекания гладких 
профилей. В их основе переход от традиционно 
рассматриваемых сингулярных интегральных урав-
нений первого рода с ядром Гильберта к уравнени-
ям второго рода с ограниченным или абсолютно 
интегрируемым ядром относительно интенсивности 
вихревого слоя. Для их решения применяется метод 
Галеркина. Показано, что при аппроксимации гра-
ницы профиля многоугольником можно построить 
схемы первого и второго порядка точности, рас-
сматривая кусочно-постоянное или кусочно-
линейное (разрывное или непрерывное) распреде-
ление решения по панелям. Приведены необходи-
мые формулы для вычисления компонент матрицы 
и правой части системы линейных алгебраических 
уравнений — дискретного аналога интегрального 
уравнения. Они пригодны для описания генерации 
завихренности при моделировании обтекания как 
одиночного профиля, так и системы профилей, 
в том числе подвижных и/или деформируемых. 
Построенные схемы могут быть использованы 
в рамках метода вязких вихревых доменов или иных 
модификаций вихревых методов, поскольку касают-
ся лишь вопроса вычисления конвективных скоро-
стей среды вблизи профиля и не связаны с методами 
моделирования диффузии завихренности 
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Введение. Вихревые методы вычислительной гидродинамики имеют узкую 
область применения, которая ограничена рассмотрением несжимаемых 
изотермических течений, однако они широко применяются в приложениях 
[1–4], особенно при расчете гидродинамических нагрузок, действующих  
на обтекаемые поверхности в потоке среды. Они эффективны для модели-
рования нестационарных течений при интенсивном вихреобразовании, ко-
гда упрощенные модели нагрузок (модель потенциального обтекания, ис-
пользование стационарных коэффициентов, теория присоединенных масс  
и т. п.) неприменимы или приводят к значительным расхождениям с дан-
ными экспериментов. Обзор современного состояния вихревых методов  
и истории их развития выполнен в [5–7]. 

К наиболее важной особенности вихревых методов следует отнести их 
бессеточный характер. Нематериальные лагранжевы частицы выступают  
в качестве носителей завихренности. Зная ее распределение, по закону  
Био — Савара может быть восстановлено поле скоростей, а с помощью 
аналога интеграла Коши — Лагранжа [8] — поле давления. При моделиро-
вании внешних течений вычислительные ресурсы «сосредоточиваются»  
в той части области течения, где завихренность отлична от нуля. Как пра-
вило, ее площадь сравнительно невелика, при этом обеспечено точное 
удовлетворение граничных условий затухания возмущений на бесконеч-
ности. Вихревые методы эффективны при моделировании обтекания по-
движных и/или деформируемых тел при произвольных перемещениях  
и поворотах; для решения сопряженных задач взаимодействия тела и сре-
ды разработаны эффективные схемы связывания, пригодные и для расчета 
движения тел малой массы [9]. 

Вопросам моделирования эволюции завихренности в области течения 
посвящено множество исследований, к настоящему времени созданы эф-
фективные алгоритмы расчета ее конвективного переноса и вязкой диф-
фузии. Вопросы моделирования течений в пристеночных областях, где до-
полнительно имеет место генерация завихренности, исследованы значи-
тельно слабее, даже для плоских течений. В бóльшей части публикаций 
приведены лишь общие рассуждения: для описания процесса генерации 
завихренности необходимо решать граничное интегральное уравнение 
(ГИУ) относительно потока завихренности, интенсивности вихревого слоя 
или плотности потенциала двойного слоя. 

 Сингулярным и гиперсингулярным ГИУ посвящена работа [10], в ко-
торой описаны и обоснованы схемы численного решения указанных задач, 
составляющие «ядро» метода дискретных вихрей (МДВ). Этот метод эффек-
тивен при расчете безотрывного обтекания гладких профилей или профи-
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лей с острыми кромками и угловыми точками, в которых моделируется от-
рыв. Среда полагается идеальной, рассматривается граничное условие не-
протекания, а завихренность, генерируемая на профиле (кроме окрестно-
стей точек отрыва), считается присоединенной, т. е. связанной с профилем  
и не являющейся «частью» области течения. 

Скачок в развитии вихревых методов связан с появлением алгоритмов 
моделирования вязких течений, среди которых можно выделить метод 
вязких вихревых доменов (МВВД) [11], дающий эффективный способ  
моделирования диффузии завихренности во внутренней части области те-
чения и вблизи обтекаемых профилей. На профилях, в общем случае  
подвижных и/или деформируемых, ставится условие прилипания, обеспе-
чиваемое генерацией на всей их поверхности свободной завихренности, 
которая далее эволюционирует в области течения. Присоединенные вих-
ревой слой и слой источников в МВВД также присутствуют, но их интен-
сивности определяются только скоростью движения границы профиля. 

При описании генерации завихренности наиболее естественным пред-
ставляется определение ее потока на границе профиля (скорости ее генера-
ции); для него можно записать ГИУ, аналогичное по структуре ГИУ  
из МДВ. Однако алгоритмов, предполагающих его решение, не известно  
в силу сложности обеспечения балансовых соотношений. В связи с этим 
вместо потока завихренности рассматривается, по сути, интеграл от него — 
завихренность, генерируемая в течение малого промежутка времени (шага 
расчета). С учетом классических оценок можно пренебречь ее диффузией  
в область течения и рассматривать тонкий вихревой слой на границе про-
филя. Его интенсивность определяется решением ГИУ, также по форме 
аналогичного уравнению из МДВ. Тем не менее использование численных 
схем [10], созданных для МДВ, при моделировании вязких течений, сопро-
вождаемых интенсивным вихреобразованием вблизи профиля, обеспе-
чивает сравнительно невысокую точность, что снижает эффективность  
современных модификаций вихревых методов в целом. 

Указанную проблему можно решить, переходя к эквивалентной фор-
мулировке задачи для ГИУ с абсолютно интегрируемым (или даже ограни-
ченным) ядром. Идея такого подхода описана в [12], упоминания о нем 
имеются в [1, 10] и других работах, однако конкретных численных схем, 
его реализующих, до последнего времени не было известно. 

В настоящей работе для моделирования генерации завихренности  
в вихревых методах предложены новые численные схемы первого и второ-
го порядка точности, основанные на методе Галеркина и пригодные для 
расчета обтекания гладких профилей, для которых интенсивность вихре-
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вого слоя является ограниченной и непрерывной вдоль профиля. Эти схе-
мы могут быть применены к профилям с острыми кромками и угловыми 
точками, но в силу невозможности воспроизведения особенности решения 
их порядок точности будет ниже. Вопросы разработки специальных схем, 
позволяющих корректно разрешать особенности решения, нетривиальны, 
требуют отдельного рассмотрения и выходят за рамки настоящей работы. 

Математическая модель. В соответствии с обобщенным разложением 
Гельмгольца [12–15] векторное поле ,V  заданное в области ,S  может быть 
восстановлено по ротору ( ) ( ), V    т. е. завихренности, и диверген-
ции ( ) ( ),D  V   скорости ( )KU   на границе области S  и скорости  
на бесконечности ,V  если область S  не ограничена: 

  ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) ( )
S S

dS D dS         V V Q Q          

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,K K
K K

dl dl        n U Q n U Q           (1) 

где 2( ) = /(2 | | )Q     — градиент фундаментального решения двумерного 
уравнения Лапласа с обратным знаком; ( )n   — орт нормали к границе, 
направленный внутрь области .S  Коэффициент ( )   равен единице  
в области ,S  нулю вне этой области и внешнему углу границы в точке ,  
отнесенному к 2 .  Таким образом, формула (1) формально верна во всей 
области 2;  внутри области течения ( )V   определяет «физическое» поле 
скоростей, вне области течения ( ) = .V 0  Под K  в общем случае будем 
понимать объединение границ всех обтекаемых профилей и внешней гра-
ницы области течения ,S  если она присутствует. Поскольку V  — это поле 
скоростей несжимаемой среды, то ( ) 0.D   

Процессы переноса и диффузии завихренности в области течения 
можно описать как результат ее переноса по полю скоростей ( ),V W   
где W  — диффузионная скорость [11, 16, 17]. Условие прилипания обес-
печивается генерацией завихренности на границе ,K  для математического 
описания которой вместо работы с потоком завихренности [9] удобно 
оперировать с завихренностью, генерируемой за шаг расчета по времени. 
Пренебрегая диффузией [18], представим ее в виде тонкого вихревого слоя 
на границе профиля, который будем называть свободным, а его интенсив-
ность ( ),   ,K  подлежит определению. 

Используя формулу Сохоцкого — Племеля, можно записать выраже-
ние для предельного значения поля скоростей на границе профиля  
(со стороны течения): 
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где ( ) = ( ) ( );att Kn U     ( ) = ( ) ( )att Kq n U    можно рассматривать как 
интенсивности присоединенного вихревого слоя и слоя источников. Ин-
тегралы по границе профиля в (2) — сингулярные, их следует понимать  
в смысле главного значения по Коши [10]. 

Выражение (2) — ГИУ относительно интенсивности свободного вих-
ревого слоя. В плоских течениях вектор завихренности имеет единствен-
ную ненулевую компоненту, поэтому ( ) = ( ) , k    ( ) = ( ) , k    ( ) =att   

( ) ,att  k  где k  — орт нормали к плоскости течения, таким образом,  
(2) — векторное ГИУ относительно скалярной неизвестной ( ):   

  ( ) ( ) ( )( ( )) ( ) = ( ), .
K

dl K       k Q r r k n r r f r r   (3) 

Правая часть уравнения (3) зависит от известных величин: 

  ( ) = ( ) ( ) ( ) ( )K
S

dS       f r r U r V k Q r    

  ( ) ( ) ( ) ( ) .att att

K K
dl q dl       k Q r Q r      (4) 

Для решения векторного ГИУ (3) с правой частью (4) достаточно ре-
шить любое из двух скалярных уравнений, получаемых проецированием 
его на орт нормали ( )n r  или орт касательной ( ) = ( )r k n r  [12]. В первом 
случае приходим к сингулярному ГИУ первого рода с ядром Гильберта: 

 ( , ) ( ) = ( ), ,n n
K

P dl f K  r r r   (5) 

где  

   2
( ) ( )( , ) = ( ) ( ) = , ( ) = ( ) ( ).

2 | |n nP f 
    

 
τ r rr n r k Q r r n r f r

r

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

 

Назовем ГИУ (5) N-моделью; оно совпадает с ГИУ из МДВ [10], обычно 
получаемым из соотношений теории потенциала; схемы его решения бу-
дем называть N-схемами. 

В случае проецирования (3) на направление касательной получается 
ГИУ второго рода, которое назовем T-моделью: 
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Ядро уравнения (6) является ограниченным для профилей, заданных 
кривыми класса 2:C  

 
| | 0

( )| ( , ) |= ,lim 4
P

 


r

rr


  

где ( ) r  — кривизна границы профиля в соответствующей точке; если  
r  — угловая точка, то ядро ( , )P r   в ее окрестности не ограничено,  
но абсолютно интегрируемо. 

Граничное интегральное уравнение (5) имеет бесконечное множество 
решений, для выделения единственного следует задать интеграл от реше-
ния  
 ( ) = .

K
dl    (7) 

Если моделируется обтекание системы профилей, то граница области 
течения K  состоит из нескольких компонент и условия вида (7) необхо-
димо задавать для каждой компоненты. Для T-модели (6) дополнитель-
ные условия необходимо задавать для профилей, которые обтекаются 
внешним образом, поскольку для профилей, ограничивающих область 
течения снаружи, такое условие получается как следствие уравнения (6). 
Отметим, что в [12] ошибочно указано, что существенным преимуще-
ством T-модели является единственность ее решения. 

Расчетные схемы на основе метода Галеркина. Рассмотрим процеду-
ру построения расчетных схем для численного решения уравнения (6), до-
полненного условиями выделения единственного решения (7). При нали-
чии внешней границы области течения условие (7) для общности будем 
ставить и на ней, что корректно с учетом применяемой регуляризации. 

Для численного решения ГИУ необходимо выбрать способ аппрокси-
мации формы обтекаемых профилей; класс, в котором разыскивается при-
ближенное решение; способ построения дискретного аналога ГИУ. Спосо-
бы решения указанных задач, обеспечивающие различные порядки точно-
сти схем, перечислены в [1], в частности, отмечено, что для построения 
схемы второго порядка точности требуется явный учет кривизны границ 
профилей. 
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Ограничимся аппроксимацией границы профиля прямолинейными 
отрезками, далее называемыми панелями и образующими многоугольник, 
вписанный в профиль или описанный около него. Тем не менее такой под-
ход позволяет построить схему второго порядка точности. Численное ре-
шение будем искать в классе кусочно-постоянных или кусочно-линейных 
функций, заданных на панелях. Общее число панелей на всех профилях 
обозначим за ,N  обозначение K  теперь будет относиться к соответству-
ющим многоугольникам. 

Кусочно-постоянное численное решение можно представить в виде 
комбинации  

 0 0

=1
( ) = ( ), ,

N
i i

i
K   r r r  (8) 

где 0
i  — интенсивность вихревого слоя на i-й панели 0( ),i r  = 1, ..., ,i N  — 

базисные функции — индикаторы панелей: 0( ) =1i r  при iKr  и 0( ) = 0i r  
на остальных панелях. 

При кусочно-линейном представлении решения в дополнение к функ-
циям 0

=1{ ( )}N
i i r  введем кусочно-линейные базисные функции 1

=1{ ( )} ,N
i i r  

которые также финитны, т. е. 1( ) 0i r  вне i-й панели, и ортогональны 
функциям первого семейства: 

 1 ( )( ) = , ,i i
ii

i
K

L
 

 
r cr r   

где ,ic  ,i  iL  — радиус-вектор центра, орт и длина i-й панели. Прибли-
женное решение ГИУ (6) будем искать в виде комбинации с неизвестными 
коэффициентами 0

=1{ }N
i i  и 1

=1{ } :N
i i  

  0 0 1 1

=1
( ) = ( ) ( ) , ,

N
i i i i

i
K      r r r r  (9) 

где 0,i  1
i  — среднее значение и вариация интенсивности вихревого слоя 

на i-й панели. При таком представлении решение в общем случае разрыв-
но на концах панелей. 

Повышение порядка в представлении численного решения (введение 
квадратичных базисных функций) требует перехода к аппроксимации гра-
ницы криволинейными панелями. Точное решение на профиле с «искус-
ственно» образованными при дискретизации угловыми точками имеет  
в них слабые особенности. Квадратичные базисные функции позволяют  
их воспроизводить, и сходимости численного решения к точному на глад-
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ком профиле в нормах 1L  и 2L  не наблюдается, тогда как при кусочно-
постоянном или кусочно-линейном представлении решения сходимость 
имеет место при равномерной дискретизации профиля. В соответствии  
с результатами анализа погрешности аппроксимации интегрального опе-
ратора можно заключить, что уровень ошибки не возрастает при различии 
длин соседних панелей не более чем в 2 раза [19]. 

Для построения дискретного аналога ГИУ используем метод Галеркина, 
требуя ортогональности невязки уравнения (6) базисным функциям [20, 21]. 

Схема Т0 с кусочно-постоянным представлением решения. Результа-
том требования ортогональности функциям 0

=1{ }N
i i  невязки ГИУ (6) после 

подстановки в него решения в форме (8) является линейная система отно-
сительно неизвестных 0

=1{ } :N
j j  

 0 0

=1

1 1 1( , ) = ( ) , =1, ..., .
2

N
r rij

i ij K K Ki j i

dl P dl f dl i N
L L       r r  (10) 

Здесь учтено, что ( ) =1/ 2 r  всюду, кроме концов панелей, в которых об-
разуется угловая точка; значения в них не влияют на результат интегриро-
вания. Обе части каждого уравнения (10) поделены на длину соответству-
ющей панели iL  для улучшения обусловленности системы. 

При моделировании обтекания одиночного профиля единственное 
решение ГИУ (6) обеспечивается условием (7), которое с учетом вида ре-
шения (8) принимает вид  

 0

=1
= .

N
ii

i
L   (11) 

Для решения системы (10), (11), включающей 1N   линейное уравнение 
относительно N  неизвестных, вводится регуляризирующая перемен- 
ная [10], в результате получается хорошо обусловленная система линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ) вида  

 
00 00 0 0

т

[ ] [ ] { } { } { }
= ,

{ } 0
NA D I b

L R

      
               

  

где 00[ ]A  — квадратная матрица размером ;N N  00[ ]D  — диагональная 
матрица; { }NI  — матрица-столбец, составленная из единиц; т{ }L  — мат-
рица-строка из длин панелей; 0 0

=1{ } = { }N
i i   — столбец неизвестных; R — 
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регуляризирующая переменная; 0 0
=1{ } = { }N

i ib b  — столбец правой части. 

Компоненты 00 00[ ], [ ]A D  и  0b  вычисляются как 

 00 1= ( , ) ;rij
i K Ki j

a dl P dl
L    r    00 = 1/ 2;iid   

 0 1= ( ) ,ri
i Ki

b f dl
L  r   , =1, ..., .i j N  

Если рассматривается задача о моделировании обтекания системы  
из нескольких профилей, задаваемых контурами ( ),sK  =1, ..., ,ps N  и пред-

ставляемых многоугольниками из панелей ( )s
iK  с длинами ( ),s

iL  =i  
( )1, ..., ,sN  то построение схемы Т0 происходит аналогично. Вместо одного 

ГИУ (6) теперь необходимо решать систему интегральных уравнений вида  

 
( )

( )

=1
( , ) ( ) ( ) ( ) = ( ), , = 1, ..., .

q

N p
s p

q K
P dl f K s N       r r r r r    

Дополнительные условия вида (7) ставятся для каждого контура по от-
дельности: 

 
( )

( )( ) = , =1, ..., .
s

s p
K

dl s N    

Дискретные аналоги этих интегральных уравнений имеют вид, анало-
гичный (10), (11) (в обозначениях интенсивностей вихревого слоя на пане-
лях верхний индекс (0) опустим): 

 

( )
( ) ( )

( )
=1 =1 ( ) ( )

( )
( )

( )

1 1( , ) =
2

1 ( ) , =1, ..., ,

qN Np
q s

r ijs
q j s qi K Ki j

srs
si Ki

dl P dl
L

f dl i N
L

 



  



   



r

r



 

 
( )

( ) ( ) ( )

=1
= , =1, ..., .

sN
s s s pi i

i
L s N    

Регуляризированная СЛАУ относительно неизвестных величин ( )q
j   

и дополнительных переменных ( ) ,sR  соответствующих каждому профилю,  
в матричной форме принимает вид 
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( )( )(1) (1) (1)11 1 1 1

( )( ) ( )(1) ( )
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( )(1) ( )
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { }
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 
   
 
 
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 
 

 

 
    

    

 

 

1{ }

{ }
= .

{ }

{ }

i

N p

B

B

B

B

  
  
  
  
  
  
  

   
      




 

Блоки ( )[ ]j
iA  матрицы составлены из компонент, учитывающих влияние 

завихренности с -й панели j-го профиля на -ю панель i-го профиля, 
, =1, ..., ,pi j N  ( )=1, ..., ,iN  ( )=1, ..., :jN  

 

( , ) ( , )
1,1 ( )1,

( )

( , ) ( , )
( ) ( )( ),1 ,

[ ]= ,

i j i j
jN

j
i

i j i j
i jiN N N

a a

A

a a

 
 
 
 
  
 



  



 ( , )
, ( )

( ) ( )

1= ( , ) ,i j
ri

i jK K

a dl P dl
L

  


 

  r   

блоки ( )[ ]j
iD  — нулевые матрицы при i j  и диагональные со значениями 

(–1/2) при = .i j  Блоки столбца искомых величин ( ){ },j  =1, ..., ,pj N  со-
ставлены из интенсивностей вихревого слоя на панелях j-го профиля: 

 т( ) ( )( )
1 ( ){ } = , ..., .j jj

jN
    Блоки столбца правой части имеют вид  

  т( ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( )

( )

1{ } = , ..., , = ( ) , =1, ..., .i i i ii ri iN iK

B f f f f dl i N
L

 




 r  

Все компоненты матриц ( )[ ] ,i pi N NZ   = 1, ..., ,pi N  равны нулю, кроме 

компонент i-го столбца, состоящего из единиц. В матрицах ( )
( )[ ] ,j jN Np

M   

=1, ..., ,pj N  в j-х строках находятся длины панелей соответствующих 
профилей, а остальные компоненты нулевые. Матрица [ ]N Np pO   — нуле-

вая; последний блок правой части { }B  состоит из циркуляций ( ).j  
Следовательно, процедура моделирования обтекания системы профи-

лей принципиально не отличается от таковой для одиночного профиля, 
однако запись численной схемы оказывается весьма громоздкой. В связи  
с этим дальнейшее описание расчетных схем будем вести для случая оди-
ночного профиля, имея в виду их возможное обобщение. 
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Cхема Т1 с кусочно-линейным представлением решения. При 
кусочно-линейном представлении решения (9) дискретный аналог ГИУ (6) 
представляет собой СЛАУ вида 

 

00 00 01 01 0 0

10 10 11 11 1 1

0 т 1 т

[ ] [ ] [ ] [ ] { } { } { }

[ ] [ ] [ ] [ ] { } { } = { } ,

{ } { } 0

N

N

A D A D I b

A D A D O b

L L R

       
     

       
          

  

где [ ]pqA  — квадратные блоки размером ;N N  [ ]pqD  — диагональные 
блоки, , = 0, 1;p q  { },NI  { }NO  — N-мерные столбцы из единиц и нулей; 

0 т{ } ,L  1 т{ }L  — N-мерные строки; 0{ },  1{ }  — N-мерные столбцы искомых 
коэффициентов в представлении решения; 0{ },b  1{ }b  — N-мерные векто-
ры, образующие правую часть системы, 

 1 1= ( ) ( , ) ( ) , = ( ) ( ) ,
2

pq p q pq p q
r ri ii i iij j

i iK K Ki j i

a dl P dl d dl
L L       r r r r   

 1= ( ) , = ( ) ( ) , , = 0, 1, , =1, ..., .
i

p p p p
r ri i i i

iK Ki

L dl b f dl p q i j N
L   r r r  

Учитывая вид ядра ( , )P r   и постоянство ,in  i  вдоль панелей, для ком-
понент [ ]pqA  имеем  

 1 1= ( ) ( ) ( ) = .pqpq p q
i r iiij j ij

i iK Ki j

a dl dl
L L

 
     
 
 
 n r Q r n I   

Компоненты диагональных матриц [ ]pqD  и строк т{ }pL  равны 00 = 1/ 2,iid   
11 = 1/ 24,iid   01 10= = 0,ii iid d  0 = ,iiL L  1 = 0,iL  = 1, ..., .i N  Начала и концы пане-

лей соответствуют направлению обхода контура :K  при движении  
по нему область течения остается справа. 

Компоненты блоков правой части представим в виде сумм =p
ib  

( ) ( ) ( ) :p p p
V atti i ib b b     

  1( ) = ( ) ( ) ( ) ,p p
V i K ri i

i Ki

b dl
L     r U r V r  

  1( ) = ( ) ( ) ( ) ,p p
i ri i

i K Si

b dl dS
L       r k Q r    
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1( ) = ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) .p p att attatt i ri i
i K K Ki

b dl dl q dl
L

 
        

 
  r k Q r Q r      

Интегралы в слагаемых ( )p
V ib  могут быть вычислены точно: 

   0 1( ) ( ) ( ) = ( ) ,
2Ki

K r K i ii dl L 
     
 

 r U r V r U c V   

    1 1( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ,
12K r K i K i ii

Ki

dl L    r U r V r U p U c   

где ,ic  ip  — радиус-векторы центра и начала i-й панели; ( ) ( ) =K i K iU p U c  
  / 2;i i i i iL L    n   iL  — скорость изменения длины i-й панели; i  —  

ее угловая скорость. 
При вычислении интеграла по области течения в слагаемых ( )p

ib  бу-
дем полагать, что завихренность представлена множеством вихревых эле-
ментов — точечных вихревых нитей, имеющих циркуляции ( )

w
  и распо-

ложенных в точках с радиус-векторами ,w  =1, ..., ,w N  
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w w
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
       

где ( )   — дельта-функция Дирака. Тогда для интегралов, входящих  
в ( ) ,p

ib  имеем  
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Здесь учтено, что ( ) = ( ),  Q Q    и введено обозначение ( ) =p
iI   

( ) ( ) .p
i

Ki

dl   Q      

При вычислении интегралов, входящих в ( ) ,att ib  интенсивности при-
соединенных слоев вихрей и источников для согласованности примем ку-
сочно-линейными:  

 
 

 

0 0 1 1

=1

0 0 1 1

=1

( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ;

( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) , .

N
att att att

i i i i
i

N
att att att

i i i i
i

q q q K

     

   





r r r

r r r r
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Коэффициенты ( )patt
i  и ( )patt

iq  зависят от скорости движения центра i-й 
панели ( ),K iU c  угловой скорости ее вращения i  и скорости изменения ее 
длины :iL  

 0 1 0 1( ) = ( ) , ( ) = ; ( ) = ( ) , ( ) = .att att att attK i i i K i i i ii i i iL q q L     U c U c n  

Тогда оба интеграла в ( )p
att ib  можно выразить через ранее введенные ве-

личины :pq
ijI  

 
   

 

,0 ,10 1

=1

,0 ,10 1

=1

( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) .

i

Np p patt att attri ij j ij j
jK K

Np p patt att attri ij j ij j
jK Ki

dl dl

dl q dl q q





       

  

 

 

r k Q r k I I

r Q r I I





 

 
 

Необходимые соотношения для коэффициентов схемы Т0 получаются  
из приведенных выше, если рассматривать лишь значения = 0,p  = 0.q  

Вычисление коэффициентов Т-схем. Представим формулы для вы-
числения интегралов  

 ( ) = ( ) ( )p p
i i

Ki

dl I Q     и = ( ) ( ) ( ) .pq p q
riij j

K Ki j

dl dl   I r Q r     

Введем вектор ,jd  совпадающий с панелью jK  (его орт ),j  и векторы s  
и p  (рис. 1, а), тогда  

 0 1
0 0 1 1( ) = , ( ) = 1/(2 ) ,jj j       I r u k u I r u k u   

где использованы обозначения ( ( )arg z  — главное значение аргумента 
комплексного числа z): 

 
0 1

1= ( , , ) = , = ( , , ),
2 | |

1 1 | |= ( , ), = ln ,
2 2 | |

j j j j j j
j



  
 

u u p s
d

sp s
p

       
  

 ( , , ) = ( ) ( ) , ( , ) = ( ( )).arg i      a b c a b c a b c p s p s p s k  

Для двойных интегралов pq
ijI  с учетом обозначений (рис. 1, б) справедливы 

выражения: 

   

00 00

00 00 00 00 00 001 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3

= = ( ) =

,

rij ji
K Ki j

dl dl 

         

 I I Q r

v v v k v v v


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Рис. 1. Панели и вспомогательные векторы 

В приведенных формулах скалярные коэффициенты имеют вид 
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Величины 1  и 1  или 3  и 3  не определены, если панели iK  и jK  

являются соседними (имеют общую точку). При этом в pq
ijI  внешние инте-

гралы становятся несобственными; при = 1j i   (когда 1 = ,s 0  2 )p 0  сле-
дует принять 1 1= = 0,   а при = 1i j   (когда 2 = ,p 0  1 )s 0  необходимо 
принять 3 3= = 0.   Если = ,i j  то интегралы становятся сингулярными, 
их главные значения по Коши формально получаются, если принять все 
коэффициенты = = 0 :k k   00 11= = ;ii iiI I 0  01 10= = 1/ (4 ) .iii ii  I I d  

Схема 1
FEMТ  с кусочно-линейным непрерывным представлением 

решения. Схема Т1 порождает СЛАУ в 2 раза большей размерности по 
сравнению со схемой Т0. Учет непрерывности решения на гладких профи-
лях позволяет построить схему, обеспечивающую точность схемы Т1 при 
сохранении размерности СЛАУ схемы Т0. В этом случае приближенное 
решение можно искать в виде непрерывного распределения: 

 
=1

ˆ ˆ( ) = ( ),
N

i i
i

  r r  (12) 

где финитные кусочно-линейные базисные функции ˆ ( ),i r  отличные  
от нуля только на панелях 1iK   и ,iK  аналогичны функциям формы пер-
вого порядка в методе конечных элементов и могут быть выражены через 
введенные ранее функции 0( )i r  и 1( ):i r  

 
0 1 11 1
0 1 0

0,5 ( ) ( ), ,ˆ ( ) =
0,5 ( ) ( ), , = 1, ..., , .

ii i
i

i Ni i

K
K i N K K

      
   

r r r
r

r r r
 

Неизвестные =1ˆ{ }Ni i  в (12) — интенсивности вихревого слоя в началах па-
нелей. Применяя процедуру Галеркина и выполняя регуляризацию, полу-
чаем систему вида  

 
ˆˆ[ ] { } { } { }= .ˆ{ } 0

N
T

A I b
RL

    
          

  

Компоненты блоков [ ]A  можно выразить через компоненты блоков [ ]pqA  
из схемы Т1 (индексы суммирования p, q, m и n принимают значения 0  
и 1; = 0pq

ijd  при ):p q  

  (1 ) (1 ) 2
, ,

1 , , ,

2= ( 1) 2 .pq pqp m q n p q
ij i m i m j n i m j n

i i p q m n
a L a d

L L
    

    


 


   
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Компоненты строки тˆ{ }L  имеют вид 1ˆ = ( ) / 2,i i iL L L   а компоненты 
столбца правой части ˆ{ }b  также выражаются через компоненты столбцов 

0{ },b  1{ }b  схемы Т1: 

 ( 1) 1

1 ,

2ˆ = ( 1) 2 , , = 0, 1.pp m p
i i m i m

i i p m
b L b p m

L L
 

 





  

Для описанной схемы будем использовать обозначение 1
FEM ,Т  имея в ви-

ду, что в смысле представления решения она принципиально не отличает-
ся от схемы Т1. 

Другие варианты численных схем. Выбор в качестве базисных и про-
екционных функций -функций Дирака позволяет построить схему кол-
локаций, в которой завихренность из вихревого слоя представляется сосре-
доточенной в виде точечных вихрей. Такая схема не имеет существенных 
преимуществ перед широко известной схемой МДВ [10] и даже несколько 
уступает ей по точности на решениях модельных задач. 

При построении дискретного аналога ГИУ можно обеспечивать равен-
ство нулю проекций невязки на семейство функций, отличающихся от ба-
зисных. Такой подход соответствует методу Петрова — Галеркина. Так,  
в [22, 23] описана схема, похожая на  схему 1

FEMТ  с непрерывным кусочно-
линейным решением, однако удовлетворение ГИУ обеспечивается лишь  
в отдельных точках (метод коллокаций); такая схема основана на N-модели 
(5). Кроме того, вместо решения СЛАУ с квадратной матрицей, получаю-
щейся после регуляризации введением дополнительной переменной, в ука-
занных работах проводится поиск псевдорешения переопределенной си-
стемы, что резко повышает сложность алгоритма. 

Удовлетворение ГИУ в [24, 25] выполняется интегрально по панелям, 
но снова в рамках N-модели. Отметим, что в [24] указано на возможность 
применения Т-модели, но для схемы коллокаций и также с решением пе-
реопределенной системы. 

Смежные вопросы. При включении Т-схем в алгоритмы расчета не-
стационарного обтекания профилей возникает проблема преобразования 
завихренности в форме вихревого слоя на границе профиля в вихревые 
элементы (частицы), моделирующие распределение завихренности в обла-
сти течения. Обычно она решается «стягиванием» завихренности с пане-
лей в точечные вихревые частицы. При этом результаты решения модель-
ных задач [26] показывают, что такие вихревые частицы должны иметь 
сравнительно малые циркуляции, не превосходящие по модулю некоторое 
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значение max ,  что означает необходимость образовывать из содержа-
щейся на панели завихренности более чем один вихрь. 

Пусть 0 ,i  1
i  — среднее значение и вариация (изменение) интенсивно-

сти вихревого слоя на i-й панели длиной iL  (для схемы Т0 необходимо при-
нять 1 = 0).i  Если интенсивность вихревого слоя на панели не меняет знак, 
т. е. | | 2,i   где 1 0= / ,i i i    то число образуемых на ней вихревых элемен-
тов 0 max= | | / ,i iin L     где операция     означает округление вверх. 

Вновь генерируемые вихри получают циркуляции 0| | /i ii L n  и помещаются 
в точки с радиус-векторами 1= 0,5( ) ,k i k k i i i ii L L     r p n  1, ..., ,ik n  
где ip  — радиус-вектор начала i-й панели; ,i  in  — направляющий орт  
и орт нормали; 0   — малое число, вводимое, чтобы вихри оказались 
внутри, а не на границе области течения (в практических расчетах можно 
принимать 4~ 10 );  величины 

 
 2

2= ,
(1 0,5 ) (1 0,5 ) 2 /

k
i i i i i

k
n k n


      

 0, ..., ,ik n  

означают доли длины панели, между которыми заключена равная завих-
ренность. 

При | | 2,i   когда интенсивность вихревого слоя на i-й панели меня-
ет знак, описанная процедура выполняется двукратно для частей исход-
ной панели, разделяемых точкой * = ( 2) / (2 )i i i     (если 0 = 0,i  то фор-
мально =i   и * =1/ 2).i  Для первой из полученных «подпанелей» 

= ,I iip p  *= ,I i iiL L  0, 0 1= 0,5 ( ),I
i i i     1, 0,= 2 ,I I

i i    = 2;I
i   для второй — 

*= ,II i i i ii L p p   *= (1 ) ,II i iiL L   0, 0 1= 0,5( ),II
i i i     1, 0,= 2 ,II II

i i   = 2.II
i  

Далее вихревые частицы перемещаются в области течения, однако 
при вычислении поля скоростей вблизи границы профиля вместо влия-
ния образованных на текущем шаге расчета вихрей следует учитывать  
в (1) влияние породившего их вихревого слоя: 

 
 

 

( )

1

1 1

( ) = ( )

( ) ( ) ( )( ) .

N
w w

w
N Nq q q q qatt att

j j j j j
j q j q

r r q







 

    

     



   

V r V k Q r

k I I



  

Здесь ( ),w
  w  — циркуляции и радиус-векторы вихревых частиц в обла-

сти течения, исключая вновь образованные; для модели круглого вихря  
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Рэнкина  2 2( ) / 2 max{| | , } ,   Q r r r  где  — малый радиус вихря, вводи-
мый для ограничения скоростей, который индуцируется вихрем; 0q   для 
схемы Т0 и 0,1q   для схем Т1 и 1

FEM .Т  
Конвективные скорости вновь образованных вихревых частиц, рас-

положенных вблизи точек контура ,kr  с учетом свойств контурных инте-
гралов можно вычислять как  

 1( ) = ( ) ( ) ( ).
2

k k k kK  V r U r r r  

Вычислительный эксперимент. Относительную погрешность числен-
ного решения ( )   для ГИУ (6), полученного с использованием схем Т0, Т1 
и 1

FEMТ  оценим в норме 1:L  

 * * *
*

1= | ( ) ( ) | , = | ( ) | .
K K

dl dl      
       

Введенная мера погрешности позволяет учесть не только точность 
определения суммарной завихренности на панелях, но и точность восста-
новления ее распределения вдоль панелей; поэтому схема Т0 не обеспечит 
порядок точности выше первого, схемы Т1 и 1

FEMТ  — выше второго. Сле-
дует учесть, что точное решение *  задано на границе исходного профиля 
K, численное — на многоугольнике, поэтому для оценки погрешности 
необходимо спроецировать точное решение на многоугольник, аппрок-
симирующий профиль (или наоборот). Для рассмотренных ниже тестовых 
задач точные аналитические решения для интенсивности вихревого слоя 
на профиле известны [27]. 

Результаты моделирования обтекания кругового профиля и эллипти-
ческого профиля с соотношением полуосей 4 : 1, установленных под углом 
атаки /6  к набегающему потоку, разбитых на N  панелей близкой длины 

,h  приведены на рис. 2. Вихревой след отсутствует, фактически решается 
задача моделирования потенциального обтекания при нулевой суммарной 
циркуляции .  

При наличии вихревого следа, моделируемого точечными вихрями, 
особенно если эти вихри находятся вблизи профиля, точность решения 
интегрального уравнения несколько снижается. Результаты моделирова-

__________________ 
 Чтобы избежать возникновения неограниченных скоростей, применяют 

различные способы сглаживания особенности, в результате обычно использует-
ся модель круглого вихря Рэнкина или Ламба малого радиуса. 
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Рис. 2. Убывание погрешности при моделировании потенциального обтекания 
кругового (а) и эллиптического с отношением осей 4 : 1 (б) профилей  

для схем Т0 (), Т1 ( )  и 1
FEMТ  (◆) 

ния обтекания тех же профилей, но в присутствии одного вихря, находя-
щегося на расстоянии 2 % от радиуса окружности или большой полуоси 
эллипса при отсутствии набегающего потока, приведены на рис. 3. Соглас-
но рисунку, схемы Т1 и 1

FEMТ  с кусочно-линейным представлением интен-
сивности вихревого слоя обеспечивают второй порядок точности, тогда 
как схема Т0 с кусочно-постоянным представлением решения — только 
первый порядок. 

Рис. 3. Убывание погрешности при моделировании течения, индуцированного 
вихрем вблизи кругового (а) и эллиптического с отношением осей 4 : 1 (б) 

профилей для схем Т0 (), Т1 ( )  и 1
FEMТ  (◆) 

Разбиение границы профиля на бóльшее число панелей ведет к увели-
чению числа обусловленности матриц соответствующих систем (рис. 4),  
однако они остаются хорошо обусловленными. Отметим, что число обу-
словленности матрицы линейной системы, возникающей в схеме 1

FEM,Т
близко к такому для схемы Т0, особенно при сравнительно больших значе-
ниях .N  
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 Рис. 4. Зависимость числа обусловленности матрицы линейной системы  
от числа панелей для кругового (а) и эллиптического с отношением осей 4 : 1 (б) 

профилей для схем Т0 (), Т1 ( )  и 1
FEMТ  (◆) 

Несмотря на удвоенную размерность матрицы СЛАУ, использование 
схемы Т1 и тем более схемы 1

FEMТ  оказывается более «экономичным», по-
скольку обеспечение той же точности требует многократно меньшего числа 
панелей, чем в схеме Т0. Число панелей (округленное в бóльшую сторону),  
на которые требуется разбить границы эллиптических профилей c раз-
личным отношением полуосей при использовании численных схем Т0, Т1  
и 1

FEMТ  для достижения относительной погрешности 3= 10  и 4= 10  
в задачах, аналогичных рассмотренным выше, приведено в таблице. 

При моделировании потенциального обтекания во всех случаях 
наивысшую точность обеспечивает схема 1

FEM,Т  однако при наличии вихря 
вблизи профиля она уступает по точности схеме Т1. Наблюдаемое в послед-
нем случае уменьшение требуемого числа панелей при рассмотрении эллип-
са с отношением полуосей 4 : 1 по сравнению с эллипсами с отношениями  
2 : 1 и 1 : 1 можно объяснить изменением структуры решения, которое имеет 
место при переходе к моделированию обтекания сравнительно тонких про-
филей. 

Число панелей, необходимое для достижения точности    
при обтекании эллипсов с различным отношением полуосей 

Полуоси эллипса Положение вихря
3=10  для схем 4=10  для схем 

Т0 Т1 1
FEMТ Т0 Т1 1

FEMТ  
Потенциальное обтекание 

1 : 1 – 1 600 50 44 15 800 160 140 

__________________ 
 При моделировании потенциального обтекания и обтекания в присут-

ствии вихря, находящегося на расстоянии около 2 % большой полуоси эллипса. 
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Окончание таблицы 

Полуоси эллипса Положение вихря
3=10  для схем 4=10  для схем 

Т0 Т1 1
FEMТ Т0 Т1 1

FEMТ  
Потенциальное обтекание 

2 : 1 
– 

1 610 50 44 16 100 320 260 
4 : 1 2 400 250 200 23 400 780 630 

10 : 1 5 200 920 750 51 800 3 100 2 500 
Обтекание в присутствии вихря 

1 : 1 (0,50, 0,89) 20 500 1 200 1 900 205 000 3 800 6 100 
2 : 1 (0,60, 0,42) 24 300 1 100 1 700 243 000 3 300 5 200 
4 : 1 (0,70, 0,20) 20 500 850 1 400 205 000 2 700 4 200 

10 : 1 (0,35, 0,109) 27 200 1 300 1 800 272 000 4 200 5 700 

Заключение. Для моделирования обтекания гладких профилей в вих-
ревых методах вычислительной гидродинамики разработаны Т-схемы 
первого и второго порядка точности для численного решения ГИУ отно-
сительно интенсивности вихревого слоя, выражающего граничное условие 
прилипания. Получены необходимые расчетные формулы, которые позво-
ляют включать созданные схемы в новые и существующие программные 
коды, реализующие метод вязких вихревых доменов, а также другие мо-
дификации вихревых методов. 
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Т-SCHEMES FOR MATHEMATICAL MODELLING  
OF VORTICITY GENERATION ON SMOOTHS AIRFOILS  
IN VORTEX PARTICLE METHODS 
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Yu.A. Izmailova1, 2  yulia.izmailova@mail.ru 
1 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russian Federation 
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Abstract Keywords 
New numerical schemes are proposed for solving the 
boundary integral equation that arises in CFD vortex 
particle methods of when simulating a plane flow 
around smooth airfoils. They are based on consider-
ing the 2-nd kind integral equation with respect 
to vortex sheet intensity with a bounded or absolutely 
integrable kernel instead of traditionally solved singu-
lar integral equations of the 1-st kind with Hilbert-
type singularity. To solve it, the Galerkin approach 
is used. It is shown that when approximating the 
airfoil boundary with a polygon, it is possible to de-
velop schemes of the 1-st and 2-nd order of accuracy, 
considering a piecewise-constant or piecewise-linear 
(discontinuous or continuous) distribution of the 
solution along the panels. The necessary formulae are 
presented for calculating the components of the ma-
trix and the right-hand side of the system of linear 
algebraic equations, that is a discrete analogue of the 
integral equation. They are suitable for modelling 
of the vorticity generation when simulating the flow 
around either single airfoil or system of airfoils, in-
cluding moving and/or deformable ones. The devel-
oped schemes can be used in the framework of the 
viscous vortex domains method as well as other 
modifications of vortex particle methods, since they 
only concern the convective velocities of the flow near 
the airfoil and are not related to methods for model-
ing viscous diffusion of vorticity 

Vortex particle methods, vortici-
ty generation, boundary integral 
equation, Galerkin method,  
the second order of accuracy 
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