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Предложен алгоритм численного решения уравнений Навье–Стокса
в адаптивных координатах для областей сложной формы, осно-
ванный на методе ленточно-адаптивных сеток и схеме TVD 2-го
порядка точности. Представлены результаты численного тести-
рования алгоритма задачи о затекании сверхзвукового потока в
канал со ступенькой и течении в канале сверхзвукового воздухоза-
борника. Проведено сравнение режимов течения для идеального и
вязкого газов, которое показало, что для вязкого газа значения па-
раметров потока — давления, плотности и температуры на стен-
ках — существенно превышают соответствующие значения для
идеального газа.

E-mail: dimit.bmstu@gmail.com

Ключевые слова: газовая динамика, уравнения Навье–Стокса, численные
методы, ленточно-адаптивные сетки, схемы TVD.

В настоящее время для численного моделирования процессов га-
зовой динамики применяют как коммерческие расчетные пакеты, так
и собственные разработки компаний, занимающихся проектировани-
ем изделий, разработки университетов и научно-исследовательских
институтов. По-видимому, основная причина, почему коммерческие
пакеты не вытеснили собственные разработки компаний и универ-
ситетов, заключается в том, что универсальные методы вычислений,
заложенные в коммерческие продукты, не гарантируют точности вы-
числений при решении сложных задач, которые предварительно не
тестировались их разработчиками. Хорошо известно, что ни один из
современных вычислительных методов не обладает абсолютными пре-
имуществами по качеству получаемого решения и не является универ-
сальным, пригодным для широкого набора задач газовой динамики.

Узкоспециализированные программы часто позволяют добивать-
ся превосходства над более универсальными пакетами типа ANSYS
FLUENT, STAR CD, ANSYS CFX и т.п. как по быстродействию, точ-
ности решения и минимизации требуемых ресурсов компьютера, так
и по удобству использования программ и их настройки.

Численное решение точных уравнений Навье–Стокса для областей
сложной геометрической формы относится к числу задач, достаточно
трудных для коммерческих программных пакетов (несмотря на фор-
мально заявляемые ими возможности решения “любых” задач). В на-
стоящей статье представлены результаты работ по развитию числен-
ного метода ленточно-адаптивных сеток [1] для системы уравнений
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Навье–Стокса в областях сложной формы типа каналов сверхзвуко-
вых воздухозаборников прямоточных воздушно-реактивных двигате-
лей. Эти работы продолжают ранее выполненные исследования [1] по
разработке метода ленточно-адаптивных сеток для уравнений Эйлера.

Система уравнений Навье–Стокса для вязкого теплопроводного
газа содержит уравнение неразрывности, три уравнения движения и
уравнение энергии в бескоординатной форме имеет следующий вид:

∂ρ

∂t
+∇ ∙ ρv = 0;

∂ρv

∂t
+∇ ∙ (ρv ⊗ v + pE−Tv) = 0;

∂ρE

∂t
+∇ ∙ ((ρE + p)v −Tv ∙ v + q) = 0.

(1)

К этим уравнениям присоединяются определяющие соотношения
вязкого теплопроводного газа

p = Rρθ; e = cvθ; E = e+ |v|2 /2; (2)

Tv = μ1(∇ ∙ v)E+ μ2(∇⊗ v +∇⊗ v
т); (3)

q = −λ∇θ, (4)

где Tv — тензор вязких напряжений; q — вектор потока теплоты; μ1, μ2
— коэффициенты вязкости газа; λ — коэффициент теплопроводности
газа; ρ— плотность; E — плотность полной энергии газа; e— плотность
внутренней энергии; cV — теплоемкость при постоянном объеме; θ –
температура; v — вектор скорости; |v|2 = v ∙ v — квадрат модуля
скорости; p — давление; R — газовая постоянная; E — метрический
тензор; ∇ – набла-оператор.

Уравнения Навье–Стокса в адаптивных координатах. Рассмо-
трим три типа координат: декартовы xj , адаптивные криволинейные
координаты Xj , которые согласованы с границей рассматриваемой
геометрической области течения потока, и ортогональные криволи-
нейные координаты X ′j (например, цилиндрические). Тогда система
уравнений Навье–Стокса (1) может быть записана в символическом
виде в адаптивных координатах Xj [1] в недивергентном виде:

∂
√
g′ρ

∂t
+

3∑

α=1

_

P
j
α

∂

∂Xj

(√
g′ρ

_
vα

Hα

)

= 0,
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∂

∂t

(√
g′ρ

_
v γ
)
+

+
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(
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(_
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αβ −

_

T
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δβγ +

√
g′
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αβ
)_
Γ
γ
βα

)

= 0;

(5)
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+
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α=1

_
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j
α

∂

∂Xj

(√
g′ρ

_
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(
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=

=
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_

P
δ
α
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∂Xδ

√
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(
λ
_

P σ
α
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∂Xσ
+
∑
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M̄αβεω
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v β
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(
_

P
σ
ε

∂
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v ω

∂Xσ
+
_
v σ
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Γ
ω
σε

))

.

Здесь обозначено:
_
vα — компоненты вектора скорости в физическом

базисе
_
r i координат X ′j; g′αβ = Q′iαQ

′j
βδij — метрическая матрица

этого базиса;
√
g′ = H1H2H3;

_

Γ
γ
βα =

1

∂Hβ

∂Hα

∂X ′β
δαγ −

1

Hγ

∂Hβ

∂X ′γ
δαβ;

_

P
i
j =

∂X i

∂X ′j
; Q′ij =

∂xi

∂X ′j
; Hα =

√
g′αα;

_

R
αβ = ρ

_
vα

_
v β ++pδαβ;

(6)

_

T
αβ = M̄αβkl_v lk =

∑

ε,ω=1

M̄αβεω 1

Hε

(
_

P
s
ε

∂
_
v ω

∂X ′s
+
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γ=1

_

Γ
ω
γε

)

;

M̄ ijkl = μ1δ
ijδkl + μ2(δ

ikδjl + δilδjk).

Запишем систему (1) в полных дифференциалах [1]:

ρ
√
g′
(
∂

∂t

1

ρ
+

3∑

α=1

_

P
i
α

∂

∂X i

1

ρ

)

=
3∑

α=1

_

P
i
α

∂

∂X i

(√
g′
_
vα

Hα

)

; (7)
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— функция диссипации.
Граничные условия к системе уравнений (7) в адаптивных коорди-

натах имеют вид:
_
v i = 0, −λ

∂θ

∂X i
ni = qε (8)

— на жесткой стенке;

ρ = ρe,
_
v i =

_
v ie, θ = θe (9)

— на границе входа потока (здесь
_
v ie, θe — заданные значения скорости

и температуры);

nj
∂
_
vm

∂Xj
= 0,

∂θ

∂X i
ni = 0 (10)

— на сверхзвуковой границе выхода потока;

∂ρ

∂X i
ni = 0;

_
v i
_
ni = 0;

ni
∂
_
vm

_
τ αm

∂X i
= 0, α = 1, 2;

∂θ

∂X i
ni = 0;

(11)

nj
∂
_
vm

∂Xj
= 0,

∂θ

∂X i
ni = 0

— на поверхности симметрии. Здесь
_
ni — компоненты вектора нормали

и
_
τ αm — компоненты векторов в касательной плоскости.
Начальные условия в адаптивных координатах имеют вид

t = 0 : ρ
(
0, X i

)
= ρ0,

_
v i
(
0, Xj

)
= 0, E

(
0, X i

)
= cvθ0. (12)

Использование метода ленточных адаптивных сеток. Генерация
геометрически-адаптивных сеток основана на введении специальной
криволинейной системы координат Xj(xi), согласованной с границей
рассматриваемой области. Сетка имеет глобальную сквозную нуме-
рацию узлов и называется ленточной [1]. В трехмерном случае для
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каждого узла можно алгоритмически найти его 6 соседей, за исключе-
нием граничных и угловых точек.

Система уравнений (5) имеет второй порядок производных и для
ее решения был реализован модифицированный метод ЛАС. Модифи-
кация осуществляется на основе метода расщепления по физическим
процессам, суть которого в следующем: на каждом временном шаге
вычисления разбиваются на два этапа.

На первом этапе решается система в виде (5) без вязкости и те-
плопроводности:

∂
√
g′ρ

∂t
+
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_

P
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α
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(√
g′
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ρ
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√
g′
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R
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Γ
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= 0; (13)

∂
√
g′ρE

∂t
+

3∑

α=1

_

P
j
α

∂

∂Xj

(√
g′

Hα

ρ
_
v j
(
E +

p

ρ

))

= 0.

Для ее численного решения применяется метод ЛАС на основе
схемы TVD [2, 3], значения же в граничных узлах вычисляются с
помощью разностной аппроксимации граничных условий так же, как
и для идеального газа.

На втором этапе решается параболическая часть системы в виде
(7) без конвективных членов и без уравнения неразрывности:

ρ
√
g′
∂
_
v γ

∂t
=
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s
α

∂

∂Xs
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;

ρ
√
g′
∂e
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=
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_

P
s
α
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∂Xs

(√
g′

Hα

λ
_

P σ
α

Hα

∂θ

∂Xσ

)

+
√
g′ω∗.

(14)

Для ее решения применяется метод, основанный на расщепле-
нии дифференциальных операторов по координатным направлениям.
В этих целях система (14) записывается в векторном виде

ρr
∂
^

U s

∂t
= Λ

^

U s +
^

F s, (15)

где дифференциальный оператор имеет вид
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Λ
^

U s =
_

P
k
i

∂

∂Xk

( 5∑

z=1

Aijsz
_

P
n
j

∂
^

U z

∂Xn

)

+
5∑

z=1

Bj
sz

_

P
n
j

∂
_

U z

∂Xn
+

5∑

z=1

Csz
^

U z, (16)

а координатные столбцы
^

Us и
^

Fs определяются так:

^

Us =








_
v 1
_
v 2
_
v 3
cvθ







;

_

Fs =







0
0
0
ω∗





 .

Ненулевые матрицы Aijαβ имеют следующий вид:

Aijα+1,β+1 =
√
g′

_

M
iαj
β , α, β = 1, 2, 3;

Aij5,β+1 =
√
g′

_

M
imj
l v̄m, β = 1, 2, 3;

Aij55 =
√
g′ λg′ij,

_

M
ijk
l = M̄

mjspP ′imP
′k
s δpl.

(17)

Для численного решения полученной системы квазилинейных па-
раболических уравнений (15), (16) применим метод расщепления по
координатным направлениям, используя для этого экономичные раз-
ностные схемы, пригодные для уравнений с переменными коэффи-

циентами. Аппроксимируя операторы
∂
^

U s

∂t
и Λ

^

U s соответствующими
разностными выражениями, в результате получаем четырехшаговую
разностную схему:

ρ̃m
(
U
m+1/4
s − Ũm

s

)
=
Δt

2
Λ1U

m+1/4
s ,

ρ̃m
(
U
m+1/2
s − Um+1/4

s

)
=
Δt

2
Λ2U

m+1/2
s ,

ρ̃m
(
U
m+3/4
s − Um+1/2

s

)
=
Δt

2
Λ3U

m+3/4
s ,

ρ̃m
(
Um+1
s − Um+3/4

s

)
=
Δt

2
(Λ1 + Λ2 + Λ3)U

m+3/4
s +

+(Λ0Ũ
m
s + F̃

m
s )Δt,

(18)

где ρ̃m, Ũm
s , F̃m

s — значения функций после первого этапа метода рас-
щепления по физическим процессам, полученные с помощью решения
системы уравнений (14), а U

m+1/4
s , Um+1/2

s , Um+3/4
s , Um+1

s — значе-
ния функций на промежуточных шагах разностной схемы. Линейные
дифференциальные операторы Λ1 соответствуют координатному на-
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правлению вдоль адаптивной координаты
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Aijsz
_

P
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j

∂
^

U z

∂Xβ

)

+
5∑

z=1
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^

U z.

(19)

Первые три разностных уравнения в системе (18) решаются метода-
ми прогонки относительно Um+1/4

s , Um+1/2
s , Um+3/4

s соответственно, а
последнее уравнение — по явной схеме относительно Um+1

s .
Задача о затекании сверхзвукового потока в канал со ступень-

кой. Для исследования влияния вязкости газа на результаты решения
была рассмотрена одна из классических задач для численных методов
— об обтекании канала со ступенькой сверхзвуковым потоком. Были
проведены расчеты для числа Маха в невозмущенном потоке M = 3
(рис. 1, 3-я полоса обложки). Левая граница в рассматриваемой обла-
сти является границей входа потока, правая — границей выхода потока,
верхняя и нижняя границы представляют собой жесткую стенку. Коэф-
фициент Пуассона газа γ = 7/5, соотношение высоты и длины канала
1 : 3, безразмерная высота ступеньки, отнесенная к длине и равная 0,2,
располагается на расстоянии 0,6 от левой грани. Начальные условия
в безразмерном виде: p = 0,05, ρ = 0,5, v1 = v2 = 0; граничные усло-
вия на границе входа потока: p = 1/γ, ρ = 1, v1 = 3, v2 = 0. Задача
решалась в декартовой системе координат. Расчеты проводились на
суперкомпьютере СКИФ-МГУ “Чебышев”.

На рис. 1–4 (3-я полоса обложки) приведены сравнительные резуль-
таты расчетов для параметров потока в случае идеального и вязкого
газов. Картина течения вязкого газа существенно отличается от соот-
ветствующей картины для идеального газа: система скачков, образую-
щаяся в вязком газе, изменяет свое расположение, изгибаясь по потоку,
кроме того появляются дополнительные скачки, идущие от начальных
точек нижней и верхней стенок канала. Эти скачки обусловлены скач-
ком граничных условий в угловых точках, который неизбежно возни-
кает при точном удовлетворении граничным условиям в уравнениях
Навье–Стокса (на твердых стенках скорость нулевая, а на границе вхо-
да — максимальная). В окрестности твердой обтекаемой поверхности
канала образуется пограничный слой, в котором продольная скорость
потока v1 резко меняет значения от нулевых до максимальных. Тести-
рование численных методов расчета для идеального газа описано в
работе [2].

Были проведены исследования влияния числа разбиений сетки на
результаты расчета: при крупной сетке 50×150 (6501 узел) получалось

50 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2011. № 4



нефизическое решение, при котором происходило запирание потока
на входе в канал. Для более мелкой сетки 120×150 (15391 узел) уда-
валось получить адекватное с физической точки зрения решение, на
котором были видны все основные скачки, образующиеся в канале.
Дальнейшее измельчение сетки до 200×300 (50901 узел) не приво-
дило к качественному изменению решения, а лишь уменьшало зону
размытия скачков и толщину пограничного слоя.

Проведены расчеты для неравномерных сеток, сгущающихся к
твердым поверхностям по степенному закону. Было установлено, что
использование неравномерных сеток ухудшает качество решения, при-
водит к исчезновению скачков: решение вблизи твердых поверхностей
“забивает” решение в основном канале.

Также исследовалось влияние задания начальных и граничных зна-
чений в угловой начальной точке с использованием следующего ал-
горитма. Вначале проводился расчет течения вязкого потока, обтека-
ющего плоскую пластину. На установившемся режиме этого течения
выделялась конечная зона выхода потока, на которой формировался
профиль продольной скорости v1, близкий к параболическому. Эти
значения скорости v1(x

2), плотности ρ(x2) и давления p(x2) выбира-
лись в качестве граничного условия в угловой точке в основной задаче.
Они обеспечивали численную гладкость решения, поскольку удовле-
творяли условию v1(0) = v2(0) = 0 и v1(x2) = ve, где ve — значение
продольной скорости набегающего потока. Сравнительные результа-
ты расчетов для этого алгоритма и граничных условий с разрывом в
угловой точке показаны на рис. 5 (4-я полоса обложки). Общая карти-
на течения при устранении разрыва в угловой точке сохраняется, но
происходит некоторое уменьшение угла наклона всех скачков в канале.

Расчет сверхзвукового воздухозаборника проведен для осесим-
метричного потока в канале со следующими параметрами на входе и
начальными данными:

ρ∞ = 0,1946 кг/м3, vz∞ = 900 м/с, vr∞ = 0, p∞ = 12084,5 Па;

ρ0 = 0,1946 кг/м3, vr0 = 0, vz0 = 90 м/с, p0 = 12084,5 Па.

На рис. 6, 7 (4-я полоса обложки) приведены результаты расчетов
параметров потока в канале и вне воздухозаборника для случая иде-
ального и вязкого газов. Число Маха в невозмущенном набегающем
потоке M = 3. При численном решении использована адаптивная
система координат Xj , а в качестве координат X ′j использована ци-
линдрическая система координат. Число узлов сетки — 41258. При
расчете течения идеального газа и на первом этапе расчета вязкого
газа (невязкое течение) применялись схемы TVD. Результаты сравне-
ния показывают значительное различие в решениях для идеального
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и вязкого газов: для вязкого газа происходит торможение потока на
стенках канала воздухозаборника, что приводит к повышению значе-
ний плотности в самом канале (рис. 6, б) и температуры и давления
на стенках канала (рис. 7, б). Максимальные значения температуры на
стенках для вязкого газа достигают значений 850 K на входном кону-
се и 919 K на внутренней поверхности обечайки воздухозаборника в
окрестности первого косого скачка, в то время как в идеальном га-
зе максимальные значения температуры на стенках составляют 660 K
(стенки предполагались теплоизолированными).

Выводы. Предложен алгоритм численного решения задач динами-
ки вязкого теплопроводного газа в адаптивных криволинейных коор-
динатах на основе схем TVD 2-го порядка и метода ленточных ада-
птивных сеток. Проведенное численное для задач о течении сверхзву-
кового потока в канале со ступенькой и о течении в сверхзвуковом
воздухозаборнике показало существенное различие в характере пото-
ков для вязкого и идеального газов: в вязком газе за счет торможения
потока в окрестности твердых стенок возрастают значения плотно-
сти, давления и температуры газа, изменяются углы наклона скачков
уплотнения, а также могут возникать дополнительные скачки, вызван-
ные наличием дополнительных разрывов потока в угловых точках при
натекании и резком торможении вязкого газа на твердой поверхности.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента Российской
Федерации № МК-2498.2011.8.
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