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Аннотация Ключевые слова 
Решена задача построения приближенно-опти-
мального байесова алгоритма фильтрации выход-
ного сигнала линейной стохастической динамиче-
ской системы. Измерена нелинейная смесь выход-
ного сигнала и мультипликативной помехи. Помеха 
представляет собой непрерывнозначный случай-
ный процесс с неизвестным законом распределения 
в заданных пределах [c(1), c(2)], c(1) > 0, c(2) > 0, в диапа-
зоне частот [0, ]. Синтез алгоритма фильтрации 
осуществляется методом приближенно-оптималь-
ного оценивания сигналов, основанным на теории 
систем со случайной скачкообразной структурой  
и методе двухмоментной параметрической аппрок-
симации вероятностных распределений фазовых 
координат. Метод состоит в приближенной замене 
неизвестных плотностей вероятностей фазовых 
координат известными законами распределения  
с неизвестными математическими ожиданиями  
и ковариациями, определяемыми в результате ре-
шения задачи. Предлагаемый приближенно-опти-
мальный алгоритм фильтрации основан на замене 
непрерывнозначной мультипликативной помехи 
случайным скачкообразным процессом — марков-
ской цепью с двумя состояниями c(1), c(2) и равными 
друг другу интенсивностями переходов из одного 
состояния в другое q  = 2 . Условные плотности 
вероятности выходного сигнала при фиксирован-
ных состояниях марковской цепи c(1), c(2) аппрок-
симируются гамма-распределениями, зависящими  
от условных математических ожиданий и диспер-
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сий сигнала x(t) при фиксированных c(1), c(2) и изме-
рений x(t) в смеси с марковской скачкообразной 
помехой. Рассмотрен пример построения алгорит-
ма оценивания дальности летательного аппарата  
до объекта по измерениям облученности объекта 
инфракрасным пеленгатором. Облученность равна 
отношению силы излучения к квадрату дальности. 
Сила излучения — мультипликативная помеха — 
случайный процесс с неизвестным непрерывным 
распределением в ограниченном диапазоне. Заме-
ной этого процесса марковской цепью с двумя  
состояниями и аппроксимацией плотности вероят-
ности дальности рэлеевским распределением по-
строен приближенно-оптимальный фильтр для 
оценки дальности 
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Введение. В настоящее время при анализе и синтезе стохастических си-
стем со скачкообразными параметрами используют в основном методы 
теории систем со случайной скачкообразной структурой (ССС) [1–12]. 
Системы ССС применяют в качестве математических моделей при иссле-
довании технических устройств, природных явлений, биологических, 
экономических, социальных и других процессов, процессов жизнедея-
тельности человека — подверженных резким внезапным и, как правило, 
скрытым для наблюдателя изменениям их свойств и характеристик. 

Под структурой системы понимается состав элементов и связи между 
ними. Случайная скачкообразная структура математически описывается 
конечным множеством параметров, сменяющих друг друга в случайные 
моменты времени. 

Состояние системы ССС в каждый момент времени характеризуется 
вектором [ ( ), ( )]x t s t  (или в дискретной форме [ , ]),k kx s  где ( )x t  — вектор 
фазовых координат (переменных), принадлежащих непрерывнозначному 
(континуальному) множеству; ( )s t  — вектор состояний структуры, при-
надлежащих конечному множеству. 

Одна из особенностей этих систем — взаимосвязь фазовых коорди-
нат и структуры. Например, перерыв информации в следящей автомати-
ческой системе влияет на эволюцию ее выходного сигнала и, наоборот, 
выход ошибки слежения за пределы пеленгационной характеристики 
приводит к перерыву информации [7, 10–12]. 
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Другая особенность математических моделей ССС состоит в их при-
менении в задачах фильтрации сигналов, наблюдаемых в смеси с мульти-
пликативными скачкообразными помехами. Например, случай, когда  
в системе измеряется произведение или отношение двух случайных про-
цессов ( ) ( ) ( )Z t X t Y t  или ( ) ( ) / ( ),Z t X t Y t  из которых один является 
полезным сигналом, а другой — помехой. Если оба процесса континуаль-
ны, то их апостериорные оценки будут мало отличаться от априорных. 
Если хотя бы один из процессов описывается ССС, то, как здесь показа-
но, с использованием методов теории систем ССС и метода двухмомент-
ной параметрической аппроксимации [4, 6–8, 10–13] можно построить 
алгоритм фильтрации, обеспечивающий сходимость оценок. 

Постановка задачи. Рассмотрим стохастическую систему: 

 1 (1 ) ;k k k k kx a x a   (1) 

 
* ,n

kkkz c x   (2) 
где k  — дискретный момент времени, 1,0, 2, ;k  n  — целое число;  

0x  — случайная величина 0 ( , )( 0x  с математическим ожиданием 0x   
и дисперсией 0);R  ka  — известная функция времени, 0 1;ka  k  — 
возмущение (последовательность независимых при различных k  случай-
ных величин с математическим ожиданием k  и дисперсией ,kG  

(0, ));k  kz  — сигнал измерения; *kc  — мультипликативная помеха 
(случайный процесс с неизвестным непрерывным законом распределе-
ния в пределах (1) (2),[ ],cc  (1) 0,c  (2) 0,c  в диапазоне частот [0, ],  с–1). 

Требуется найти оптимальную оценку ,kx  основанную на измерени-
ях 0 10, ( , , , ).kk z z zz  

Алгоритм фильтрации. Запишем этапы алгоритма. 
1. Аппроксимируем непрерывнозначный марковский процесс *kc  мар-

ковской цепью ( )kc s  с двумя равновероятными состояниями (1) (2),( ).cc  
Процесс kc  описывается равными вероятностями перехода kq  из состоя-
ния ks  в состояние 1,ks  1 ,k ks s  ,ks  1 1, 2:ks  

( )( ) при .ik kc ic s s  
Найдем вероятность перехода ,kq  исходя из равенства частотных спектров 
процессов *kc  и ( ).kc s  Вероятность перехода связана с интенсивностью  
перехода kq  приближенной формулой (при малом шаге счета :t  

,kkq q t  интенсивность перехода зависит от эффективной ширины 
спектра  [6–8, 10, 11, 13]): 
 2 .kq   (3) 
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2. Приближенно заменим в (2) помеху *kc  ее дискретной аппроксима-
цией ( ):kc s  
 ( ) .nk k kz c s x   (4) 

Обозначив 1/ ,nky z  1/[ ( )( ,]) n
k kc sb s  преобразуем (4) к виду 

 / ( ).k k kx b sy   (5) 

3. Апостериорное распределение вероятностей вектора состояния си-
стемы 1 1,( )k kx s  1 1 1 0, 1

ˆ ( , | )k k k kf x s y  определим формулой Байеса, 
обобщенной на класс систем ССС [6, 10]: 

 
1 1 1 1 1 10,

1 1 1 0, 1
1 0,1

( , | ) ( )ˆ ( , | ) ,
( |

,

)

k k k k k kk
k k k k y

k kk

f x y s y p s
f x s y

f y y
  (6) 

где 1 1 1 1 0,( , | ),k k k k kf x y s y  — условное прогнозируемое на шаг впе-

ред распределение 1 1( , )k kx y  при фиксированных 1ks  и 0, ;ky  

1 1 1 0,|( ) [ ]k k k kp s P s y  — прогнозируемая на один шаг вероятность 

1;ks  1 0,1( | )y
k kkf y y  — условная плотность вероятности 1ky  при 

фиксированных наблюдениях 0, ky  на отрезке [0, ].k   
Из (6) следует 

 1 1 1 1 1 10, 1
0

ˆˆ )( ( , | )k k k k k kks x s dxp f y   

 

1

1 1 1 1 0,1
2

1 1 1 1 0,1

( ( | , )
,

( ( |

)

) , )
k

y
k k k k kk

y
k k k k kk

s

p f y

p f

s y s

s y ys
  (7) 

где 1 1 1 0, 1ˆ ( ) [ | ]k k k kp s P s y  — апостериорная вероятность 1;ks  

 
1

2
1 1 1 ˆ ˆ) ( ) (1( ( | 2 ) ( )) .

k
k k k k k k k k k k k

s
p p s qs q p qs ss   (8) 

4. Плотность вероятности, согласно (5), определим по формуле 

  1 1 1 1

1
1 1 1 1 10, 0,1 ( )1

( | , ) ( | , ) .
k k k k

k

x
y

k k k k kk kk b s yk

dx
y s xf y f ys

dy
   

(9) 
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Аппроксимируем ( )kf  плотностью вероятности гамма-распреде-
ления [13–15]: 

 
( )

[ ( ) 1] при ex[ ( )] 0;( )
( ) ( ( ))

0;

[

ри 0

p ]

п

k k
k k

sk k s kk k k k
k k k

k

s x s xf
x

s
x

  (10) 

 ( ) 0, ( ) 0,k k k ks s  

где ( )  — гамма-функция (интеграл Эйлера), 1

0
( ) .tt e dt  При  

целом положительном ( ) ( 1)! .  
Подставив (10) в (9), получим 

 
( )

[ ( ) 1][ ( )] 0;( )
( ) ( ( ))

при exp[ ]

п0 0ри ,

k k
k k

sk k s kk k k ky
k kk

k

y

y

s y s yf s  

где ( ) ( ) ( ).k k k k k ks b s s  
Условные прогнозируемые математическое ожидание ( )k ky s  и дис-

персия ( )y
kkR s  при фиксированном ks  гамма-распределения связаны  

с его параметрами ( ),k ks  ( )k ks  формулами [13–15]: 

 ( )( ) ;
( )

k k
k k

k k

sy s
s

 2
( )( ) ,
( )

y k k
kk

kk

sR s
s

 

откуда следует 

 

2 2( ) ( )
( ) ;

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ,
( )( )

k kk k
k k y k kkk

k k k kk k
k k y k kkk

y s x ss
R sR s

y s b s x ss
R sR s

 

где ( ),kkx s  ( )k kR s  — условные прогнозируемые математическое ожида-
ние и дисперсия kx  при фиксированном .ks  

5. Прогнозируемые 11( )kkx s  и 11( ),kkR s  согласно (1), связаны с апо-
стериорными ( ),k kx s  ˆ ( )k kR s  на предыдущем этапе формулами [6, 10]: 

 
1

1 1
1 1

ˆ ˆ( ) ( )(1| ) ( )

(
) ;

)
( k

k k k k k k k k

k k k
s

k
k k

s p s a x s
x s

sp

q s
a  (11) 
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 11 1 1 11 ˆ) ( ) (| )( ( )
k

k k k k k k k
s

kks s qR p s s p s  

 22 21 1ˆ ˆ(1 ) ( ) (1 ) ( )( ) ,k k k k k k k k k kka R x s a xs s a a G  (11) 

где 

 1
1

1

           при 
|

   
;

(
при 

)
.1 2

k k k
k k k

k k k

s
q s

q s
s

q ss
 

Как следует из (5), 
 ˆ ( ) ( ) ;k k k k kx s b s y  ˆ ( ) 0.k kR s   (12) 

Подставив (12) в (11), получим 

 

1

1 1
1 1

11 1 1 11

2 2
1 1

ˆ( ) ( ) ( )
( ) ;

ˆ) ( ) ( )

( ) (1 ) (

(1 ) |

( )

( ( ) |

) .

k

k

k k k k k k k k
s

s

k k k k
k k

k k k k k k k kk

k k k k k k kk

s p s b s y
x s

p

R p s p s

x

a q

s a b s

s

y

a
s

s s

a G

q

a

s   (13) 

Безусловная апостериорная оценка определяется по формуле 
3

1
ˆˆ ˆ ( ) ( ),

k
k k k k k

s
x x s p s  безусловная апостериорная дисперсия — по фор-

муле 
3

2 2

1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ,( )
k

k k k k k kk k
s

R R s x s p s x  откуда с учетом (12) следует 

 ˆˆ ;k k kx b y  2 2 2ˆˆ ˆ( ) ( ) ,
k

k
s

k k k k kb s b yR s p   (14) 

где ˆ ˆ( ) ( );
k

k k k k
s

b b s p s  1/ ;nk ky z  1/( ) [ ( )] .nk kb s c s  

Апостериорная оценка  
 ˆˆ ( ) ( ).k k k k kc s p sc   (15) 

В целом формулы (7), (8), (13)–(15) образуют замкнутую систему ре-
куррентных уравнений, описывающую алгоритм фильтрации. 

Пример. Процесс сближения летательного аппарата с объектом опи-
сывается уравнением [6, 7, 10, 12]: 1 ,k k kLL  где kL  — расстояние  
от летательного аппарата до объекта; k  — последовательность незави-
симых при различных k  случайных величин с математическим ожидани-
ем ,k  0,k  и дисперсией .kG  
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Инфракрасный пеленгатор измеряет облученность ,kE  связанную  
с силой излучения *kI  и расстоянием kL  формулой [16]: 

 
*

2 ,k
k

k

IE
L

  (16) 

где  — коэффициент, учитывающий ослабление излучения при про-
хождении через атмосферу, 0 1.  

Сила излучения *kI  — случайный процесс, ограниченный по вели-
чине пределами (1),I  (2)I  и лежащий в полосе частот [0, ],  с–1. 

Облученность kE  измеряется практически без ошибки k kz E . Тре-
буется построить алгоритм оценивания расстояния .kL  

Алгоритм оценивания расстояния .kL  Запишем этапы алгоритма. 
1. Приближенно заменим непрерывнозначный случайный процесс *kI  

случайным скачкообразным процессом ( )k kI s  с двумя возможными со-
стояниями (1)( 1)k ksI I  и (2)( 2) ,k kI s I  где ks  — марковская цепь, 

1, 2,ks  заданная равными друг другу вероятностями переходов q   
из одного состояния в другое. Согласно (3), вероятность переходов  
на одном шаге :t  2 .q t  

2. Находим апостериорную вероятность состояния структуры, со-
гласно (7), (8):  

 

1

1 1

1 1

1 1 1 1 1
1 1 2

1 1 1 1 1
1

1 1
1 1 1 1 1 13 ( )

1

( ) (1 2 )
( ) ( )

(
( ) ( )

( )1( | ) ( )

ˆ ( ) ;
|ˆ ) ;

,
2

|

|

k

k k

k k k k

k k k k k
k k

k k k k k
s

k k
k k k k k k

k
L z

s q
s f z

s
s f z

s
z

p p s q
p s

p
p s

I
f L

z
f ss

  
(17)

 

где 1 1
1

1

( )
.( ) k k

k
k

I s
z

z  

3. Определяем прогнозируемую и апостериорную оценки ,kL  соглас-
но (13): 

 1
1 1

2
1

1
1

ˆˆ( ) ( )[ ( )|
;

( )

]
( ) k

k k k k k k k

k k
k k

s
s p s L s

L s
p

q s

s
  (18) 
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0 0

1 1
1 1

1

1 1 1 1
1

0

2
1

1) (2) ;

ˆ ( )

(

( )
;

ˆ ˆ ˆ( ) ( ).
k

k k
k k

k

k k k k k
s

L L L

I
L s

z
s

L L s p s

 (18) 

4. Аппроксимируем неизвестную плотность вероятности ( | )k k kf L s  
рэлеевским распределением [13–15]: 

 
2

2 2ex( | )
( )

p
2 (

,
)

k k
k k k

k kk k
f L s L

s s
L  0,kL   (19) 

где 2 ( ).( )k k k kss L  

5. Находим из (19): 

 1 1 1 1
1 1 1 2 2 1 1 111 1

( ) ( )
( | ) exp .

4 ( )4 ( )
k k k k

k k k
k k kkk k

s s
f z s

s z
I

L s
I

Lz
  (20) 

Это означает, что случайная величина 1/k kx z  имеет условное экспо-
ненциальное распределение [13–15]: ( ) ( ) exp (| ) ,k k k k k k kkx s sf s x
где  

 2
( )( )
(

.
4 )

k k
k k

kk

I ss
L s

  (21) 

Подставив (17)–(21) в (16), получим 
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  (22) 

где 
(2) (1)

2 2 .
4 (2) (1)k

k k k

I I
z L L

 

Следовательно, алгоритм приближенно-оптимального оценивания 
расстояния kL  по измерениям облученности kz  описывается рекуррент-
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ными уравнениями (18), (22). Апостериорная оценка силы излучения 
приближенно определяется по формуле  

 (1) (2)ˆ ˆ ˆ(1) (2).k k kI p pI I   (23) 

Преимущество алгоритма, основанного на теории систем со случай-
ной скачкообразной структурой, — сходимость оценки ˆ ,kL  обусловлен-
ная, согласно (23), жесткими ограничениями оценки силы излучения ˆ ,kI  
что подтверждается результатами математического моделирования. 

Заключение. Предложен алгоритм приближенно-оптимальной филь-
трации выходного сигнала стохастической системы, измеряемого в нели-
нейной смеси с мультипликативной скачкообразной помехой. Алгоритм 
основан на применении теории систем со случайной скачкообразной 
структурой и методе двухмоментной параметрической аппроксимации  
вероятностных распределений для устранения расходимости вычислитель-
ных оценок. Приведен пример оценивания расстояния от летательного  
аппарата до объекта по измерениям облученности инфракрасным пеленга-
тором. 
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Abstract Keywords 
The problem of constructing the approximately optimal 
Bayesian algorithm of filtering the output signal for a 
linear stochastic dynamical system is solved. Non-linear 
mixture of the output signal and of the multiplicative 
interference was measured. This interference is a con-
tinuous-valued random process with the unknown 
distribution law within the given limits of [c(1), c(2)],  
c(1) > 0, c(2) > 0, and in the frequency range of [0, ]. 
The filtering algorithm is synthesized by the approxi-
mately optimal signal estimation method based on the 
theory of systems with random jump structure and the 
method of two-time parametric approximation of the 
phase coordinates probability distribution. The method 
consists in approximate replacement of the unknown 
probability densities of phase coordinates by the known 
distribution laws with the unknown mathematical 
expectations and covariances determined as a result of 
solving the problem. The proposed approximate-
optimal filtering algorithm is based on replacement of 
the continuous-valued multiplicative interference by a 
random jump process, i.e., Markov chain with two 
states c(1), c(2) and equal intensities of transitions from 
one state to another q  = 2 . Conditional probability 
densities of the output signal for fixed states of the 
Markov chain c(1), c(2) are approximated by gamma 
distributions that depend on mathematical expectations 
and variances of the x(t) signal at the fixed c(1), c(2) and 
measurements x(t) in a mixture with the Markov jump 
interference. An example of constructing an algorithm 
for evaluating the distance from an aircraft to the object 
based on object irradiance measurement by the infrared 
direction finder was considered. Irradiance was equal  
to the radiation strength ratio to the square of the dis-
tance. Radiation strength, i.e., multiplicative interfer-
ence, was the random process with unknown continu-
ous distribution in a limited range. The approximate-
optimal filter was constructed for distance evaluation by 
replacing this process with a two-state Markov chain 
and approximating the distance probability density by 
the Rayleigh distribution 

Information system, random 
jump structure, multiplicative 
jump interference, Bayesian 
filtering, two-time parametric 
approximation, object infrared 
direction finder 
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