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Рассмотрена модель двух жидкостей двухкомпонентной изотроп-
ной холодной плазмы в однородном магнитном поле с холодными
ионами и электронами с учетом столкновений. Получены уравне-
ния в виде плоской волны, распространяющейся вдоль оси абсцисс,
и дисперсионное соотношение для уравнений в безразмерной форме.
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Для исследования динамики плазмы часто применяют гидроди-
намические модели, в которых электроны и ионы описываются как
две проводящие жидкости (двухжидкостная модель), связанные друг
с другом электромагнитными полями и диссипацией.

К первым работам, посвященным изучению плоскопараллельных
волновых движений в гидродинамической модели изотропной бес-
столкновительной квазинейтральной плазмы в однородном магнитном
поле, по-видимому, следует отнести работы Монтгомери [1], Саффма-
на [2], Келлога [3], Какутани [4], в которых рассматриваются частные
решения уравнений переноса в пределе бесстолкновительной холод-
ной плазмы, у которой давление газа мало в сравнении с магнитным
давлением. В этих уравнениях сохранена инерция электронов, что при-
водит к наличию дисперсии. При этом неучет силы трения между ио-
нами и электронами накладывает ограничения — плазма должна быть
разреженной. Попытки описать не отдельные решения, а целые классы
решений уравнений холодной плазмы были предприняты с использо-
ванием стандартного упрощения одномерных уравнений (которые еще
сложны для общего исследования) методом многих масштабов. Гард-
нер и Mорикава [5] показали, что указанный вид волн описывается
уравнениями Кортевега-де-Вриза (КдВ). Затем Березин и Карпман [6]
установили, что аналогично можно сформулировать уравнения для на-
клонного распространения волн. При помощи разновидности метода
многих масштабов Какутани и другие [7], а также Какутани и Оно
[8] получили уравнение КдВ и обобщенное уравнение КдВ пятого по-
рядка для длинных магнитозвуковых волн в окрестности состояния
покоя. В результате был сделан вывод о том, что классические уеди-
ненные волны — солитоны — в холодной бесстолкновительной плазме
существуют для всех углов наклона 0 < θ � π/2 невозмущенного
магнитного поля к направлению распространения волны. Для θ < θc
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(θc — некоторое критическое значение угла θ) солитоны соответству-
ют волне разрежения, а при π/2 � θ > θc — волне сжатия. Исследо-
вания полной системы уравнений (см., например, монографию Ильи-
чева [9]) показали, что солитоны для θ < θc не существуют, в этом
диапазоне углов наклона они замещаются обобщенно-уединенными
волнами. В работе Ильичева [10], в которой проанализирована полная
система уравнений холодной бесстолкновительной плазмы, найдены
семейства уединенных волновых пакетов, которые ответвляются от
состояния покоя в результате 1:1-резонанса.

Плазма магнитосферы Земли является хорошим примером хо-
лодной бесстолкновительной квазинейтральной плазмы (см. напри-
мер, [10]).

Для изучения процессов в холодной неразреженной плазме необ-
ходимо учитывать влияние диссипативных факторов, таких как сила
трения между электронами и ионами. В рамках гидродинамической
модели двух жидкостей в холодной плазме не учитывается тепловое
движение электронов и ионов, а также другие диссипативные факто-
ры, кроме силы трения между ионами и электронами, которая связы-
вает электронную и ионную жидкости.

За время τe электроны теряют свое упорядоченную скорость ve−vi
относительно ионов, следовательно, они теряют (а ионы приобретают)
импульс me(ve−vi) на каждый электрон. Это значит, что на электроны

действует сила трения порядка
mene

τe
(ve − vi); равная ей, но противо-

положно направленная сила, действует на ионы [11].
В настоящей работе из уравнений двухжидкостной гидродинамики

холодной плазмы с учетом столкновений электронов с ионами получе-
ны уравнения распространения плоских волн. При этом предполагает-
ся, что плазма является нерелятивистской. В полученных уравнениях
в частных производных (по времени и направлению распространения
фронта волны) дисперсия связана с инерцией электронов, а дисси-
пация — с силой трения между ионами и электронами. Эта система
уравнений с учетом всех упомянутых эффектов, насколько известно
автору, получена впервые. Кроме того, получено и проанализировано
дисперсионное соотношение для плоских волн.

Уравнения для гидромагнитных волн. Движение столкнови-
тельной двухкомпонентной изотропной плазмы может быть описано
системой самосогласованных уравнений движения частиц совместно
с уравнениями Максвелла [12]:

rotB − 1
c

∂E

∂t
=
4πe

c
(nivi − neve); (1)
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rotE +
1

c

∂B

∂t
= 0; (2)

divB = 0; (3)

divE = 4πe(ni − ne); (4)

∂ni

∂t
+ div(nivi) = 0; (5)

mi

d(i)vi

dt
= e

(
E +

1

c
(vi ×B)

)
+
me

τe
(ve − vi); (6)

∂ne

∂t
+ div(nive) = 0; (7)

me

d(e)ve

dt
= −e

(
E +

1

c
(ve ×B)

)
− me

τe
(ve − vi). (8)

Уравнения (1)–(4) — это уравнения Максвелла, характеризующие
электромагнитное поле, гдеE — вектор напряженности электрического
поля, B — вектор магнитной индукции. Уравнения (5)–(8) — уравнения
переноса простой холодной плазмы; уравнения (5) и (6) — уравнение
неразрывности и уравнение движения для ионов, в которых ni — плот-
ность числа частиц ионов,mi — массa иона; vi — вектор скорости иона,
τe — время установления равновесного распределения скоростей меж-
ду электронами. Уравнения (7) и (8) — соответствующие уравнения
для электронов, в которых ne — плотность электронов; me — масса
электрона; ve — вектор скорости электронов.

Для того чтобы выразить систему уравнений (1)–(8) в безразмерной
форме, введем характерные величины: L — линейный пространствен-
ный масштаб, VA = |B0| [4πn0 (me +mi)]

− 1
2 — альфвеновская ско-

рость, где B0 — вектор магнитной индукции невозмущенного магнит-
ного поля, n0 — невозмущенная плотность частиц с размерностью дли-
ны, а также скорости частиц, величины магнитного и электрического
полей и плотности частиц, соответственно vi = v̄i/V A, ve = v̄e/V A,
B = B̄/ |B0|, E = Ē/ |B0|, ni = n̄i/n0, ne = n̄e/n0.

При переходе к безразмерным переменным для операторов диф-
ференцирования вводится параметр ω0 — характерная частота явления
VAL

−1, а операторы дифференцирования меняются следующим обра-
зом (сохраним те же обозначения для обезразмеренных операторов
градиента, дивергенции и ротора):

grad→ L−1 grad; div→ L−1 div; rot→ L−1 rot;
∂

∂t̄
= ω0

∂

∂t
;

d(e)

dt̄
= ω0

d(e)

dt
= ω0

(
∂

∂t
+ ve · grad

)
;
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d(i)

dt̄
= ω0

d(i)

dt
= ω0

(
∂

∂t
+ vi · grad

)
.

Предположим, что альфвеновская скорость VA настолько меньше
скорости света с, что величина

(
R−1i +R−1e

)
(VA/c)

2 пренебрежимо
мала; характерная частота явления ω0 много меньше лангмюровской
частоты ωp =

√
4πn0e2/me.

При выполнении этих двух условий плазму в дальнейшем можно
считать квазинейтральной, т.е.

ne ≈ ni = n.

После исключения из преобразованных уравнений (1)–(8) величин
ve и E, получим замкнутую систему уравнений для ионной жидкости
(в пределе квазинейтральной плазмы) в виде

0 =
∂ni

∂t
+ div(nivi); (9)

d(i)vi

dt
= R−1e

d(i)

dt
(n−1i rotB) +R−1e n−1i rotB gradvi−

− (R−1i +R−1e
)
(n−1i rotB) grad(n−1i rotB) + n−1i rotB ×B; (10)

∂B

∂t
= −R−1i rot

d(i)vi

dt
+ rot(vi ×B)− ε rotn−1i rotB, (11)

где величиныRi иRe — безразмерные параметры дисперсии;Re = ωe/ω0
— отношение циклотронной частоты электронов ωe к характерной ча-
стоте (электронное число Рейнольдса); Ri = ωi/ω0 — ионное число
Рейнольдса;

ε =
R−1i +R−1e

ωeτe
. (12)

В итоге из уравнений (9)–(12) для плоских волн, распространяю-
щихся вдоль оси Ох , получим систему уравнений следующего вида:

dn

dt
= −n∂u

∂x
;

du

dt
= −n

−1

2

∂(By2 +Bz2)

∂x
;

dv

dt
= n−1Bx

∂By

∂x
−R−1e

d

dt

(
n−1

∂Bz

∂x

)
;

dω

dt
= n−1Bx

∂Bz

∂x
+R−1e

d

dt

(
n−1

∂By

∂x

)
; (13)

dBy

dt
= Bx

∂v

∂x
−By

∂u

∂x
+R−1i

∂

∂x

dω

dt
+ εn−1

∂2By

∂x2
;
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dBz

dt
= Bx

∂ω

∂x
−Bz

∂u

∂x
−R−1i

∂

∂x

dv

dt
+ εn−1

∂2Bz

∂x2
,

где Bx, By, Bz — пространственные компоненты B = B/|B0|; u, v, ω
— пространственные компоненты vi = vi/VA.

Дисперсионное соотношение. Рассмотрим решение системы (13)
при условии, что ee детерминант обращается в нуль, что приводит к
дисперсионному уравнению, связывающему волновое число k с ра-
бочей частотой w, и характеризующему распространение волн в дис-
персных средах.

Рассмотрим решение уравнений (13) в виде бегущей плоской гар-
монической волны⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n
u
υ
ω
By

Bz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n0
u0
υ0
ω0
B0y
B0z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ei(kx−ω t) +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
0
0
sin θ
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Полагая, что

n = δn+ 1, u = δu, υ = δυ, ω = δω, By = sin θ + δBy, Bz = δBz,

получаем решение системы уравнений (13) в виде бегущей плоской
волны ⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

δn
δu
δυ
δω
δBy

δBz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n0
u0
υ0
ω0
B0y
B0z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ei(kx−ωt).

Дисперсионное уравнение позволяет найти функции ω(k) и k(ω),
которые представляют собой многозначные аналитические функции.
Число ветвей этих функций определяется наивысшими степенями k и
ω в дисперсионном уравнении.

Дисперсионное соотношение имеет вид

ω4(R−1e R−1i k2 + 1)2 + ω3i(2R−1e R−1i εk4 + 2εk2)−
−ω2(R−2e k4 cos2 θ+R−2i k4 cos2 θ+R−1e R−1i k4 sin2 θ+k2(cos2 θ+1)+ε2k4)−

− ωiεk4(cos2 θ + 1) + k4 cos2 θ = 0. (14)

В пределе холодной плазмы дисперсионная кривая имеет две ветви
— альфвеновскую и магнитозвуковую. Взаимное расположение этих
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Ветви дисперсионного соотношения для действительной (a) и мнимой (б)

частей решения (14):

1 — альфвеновская ветвь, 2 — магнитозвуковая ветвь

ветвей при θ = 0, R−1e = Ri = 0,0234352, ε = 0,01 показано на рисун-
ке. Можно представить семейство дисперсионных кривых, варьируя
значения углов θ, коэффициентов R−1e , Ri и ε.

Выводы. Впервые выведены уравнения, описывающие плоские
волны в гидродинамическом приближении в столкновительной холод-
ной плазме, т.е. плазме, у которой тепловое давление мало́ в сравнении
с магнитным давлением. При этом функция распределения величин,
характеризующих процессы в плазме, мало отличается от максвел-
ловской (на величину, пропорциональную малым градиентам). Урав-
нения переноса не содержит давлений и тензора вязких напряжений
[13], а трение между ионами и электронами обусловлено различием
скоростей этих частиц. Уравнения выведены в общих предположе-
ниях: плазма является нерелятивистской (отношение альфвеновской
скорости к скорости света мало́) и характерная частота рассматри-
ваемых явлений много меньше лангмюровской частоты. При этом не
отбрасываются члены, учитывающие инерцию электронов, так что ре-
зультирующие уравнения наряду с диссипацией за счет трения учи-
тывают и дисперсию. Учет силы трения позволяет не накладывать
никаких ограничений на электронное “время между столкновениями”
(время существенного обмена энергией между электронами). Получе-
но и проанализировано дисперсионное уравнение задачи, исследованы
зависимости мнимой и вещественной частоты от угла между невозму-
щенным магнитным полем и направлением распространения волны,
параметров дисперсии и диссипации.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского
фонда фундаментальных исследований № 08-01-00125.
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