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ОБ ОЦЕНКЕ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ
СТАТИСТИКИ LT К ЛИНЕЙНОМУ
ФУНКЦИОНАЛУ ОТ СПЕКТРАЛЬНОЙ
ПЛОТНОСТИ L(f ) СТАЦИОНАРНОГО
ГАУССОВСКОГО ПРОЦЕССА
Для вещественнозначного стационарного гауссовского центриро-
ванного процесса X(t), t ∈ R,R = (−∞,+∞), имеющего спек-
тральную плотность f(λ), рассматривается проблема оценива-
ния скорости сходимости математического ожидания статисти-
ки LT =

∫
ϕ(λ)IT (λ)dλ, λ ∈ (−∞; +∞), где IT (λ) — периодограм-

ма процессаX(t), t ∈ R, к линейному функционалу от спектральной
плотности L(f) =

∫
ϕ(λ)f(λ)dλ стационарного гауссовского про-

цесса на основе выборки {X(t), 0 � t � T}.
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Пусть X(t), t ∈ R, R = (−∞,+∞), — стационарный гауссов-
ский центрированный процесс, обладающий спектральной плотно-
стью f(λ) с f(−λ) = f(λ), т.е.

EX(t) = 0, t ∈ R. (1)

EX(t)X(t′) = K(t, t′) = cov(X(t), X(t′)) = k(t− t′) =

=

+∞∫
−∞

eiλ(t−t
′)f(λ)dλ, (2)

где E — оператор математического ожидания; t, t′ ∈ R, а K(t, t′) =
= k(t− t′) — ковариационная функция процесса X(t), t ∈ R.

Процесс X(t), t ∈ R, предполагаем вещественнозначным (дей-
ствительным). Так как рассматривается стационарный процесс с не-
прерывным временем, областью изменения переменной t является ве-
щественная (действительная) ось R = (−∞,+∞). Область изменения
Q переменной λ (частоты) также вещественная (действительная) ось
Q = (−∞,+∞).
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Рассмотрим так называемое спектральное среднее процесса X(t),
t ∈ R, т.е. линейный функционал L(f) вида [4, 6]

L(f) =

+∞∫
−∞

ϕ(λ)f(λ)dλ, (3)

где ϕ(λ) — суммируемая функция, называемая спектрально-усредняю-
щей функцией. В дальнейшем будем предполагать, что спектрально-
усредняющая функция ϕ(λ) вещественная и четная.

Если ϕ(λ) индикатор полуинтервала (−∞;μ], то

L(f) =

μ∫
−∞

f(λ)dλ = F (μ),

где F (μ) — спектральная функция процесса X(t), t ∈ R.
Если ϕ(λ) = eiλ(t−t

′), то

L(f) =

+∞∫
−∞

eiλ(t−t
′)f(λ)dλ = k(t− t′),

где k(t− t′) — ковариационная функция процесса X(t), t ∈ R.
В качестве оценки L(f) будем рассматривать статистику LT [5, 7, 8]

вида

LT =

+∞∫
−∞

ϕ(λ)IT (λ)dλ, (4)

где IT (λ) — периодограмма процесса X(t), t ∈ R, которая имеет сле-
дующий вид

IT (λ) =
1

2πT

∣∣∣∣∣∣
T∫
0

X(t)e−iλtdt

∣∣∣∣∣∣
2

. (5)

Оценка LT функционала L(f) называется асимптотически несме-
щенной, если

lim
T→∞

[E(LT )− L(f)] = 0, (6)

где E — оператор математического ожидания.
В работе [1] проведена оценка скорости сходимости в (6), ко-

гда f(λ) и ϕ(λ) принадлежат функциональным классам Никольского
Hp(γ), которые определяются следующим образом [9]:

Hp(γ) =
{
ψ(λ) ∈ Lp,

∥∥ψ(r)(λ+ h)− ψ(r)(λ)
∥∥
p
� C |h|α

}
, (7)
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где 0 < α < 1; r ∈ N , N = {1, 2, 3, . . .}; γ = r + α, p ≤ 1; С —
константа, не зависящая от h;

Lp = Lp(Q) =

⎧⎪⎨
⎪⎩f ; ‖f‖p =

⎛
⎝∫

Q

|f(λ)|p dλ
⎞
⎠
1
p

<∞

⎫⎪⎬
⎪⎭ , 1 � p <∞,

— пространства суммируемых функций. Неравенство (7) выполняется
при λ ∈ (−∞; +∞).

В работе [1] оценена скорость сходимости в (6), когда спектральная
плотность f(λ) ∈ Hp(γ1), γ1 > 0, p ≤ 1; спектрально-усредняющая

функция ϕ(λ) ∈ Hq(γ2), γ2 > 0, q � 1 при
1

p
+
1

q
= 1 для случаев,

когда γ1 < 1, γ2 < 1 и когда γ1 � 1, γ2 � 1. Случаи γ1 � 1, γ2 < 1 и
γ1 < 1, γ2 � 1 не рассматривались автором в работе [1].

Цель настоящей работы — оценить скорость сходимости в (6), при
γ1 � 1, γ2 < 1 и при γ1 < 1, γ2 � 1.

Pассматриваемая проблема является частью общей проблемы непа-
раметрического статистического оценивания L(f) на основе выборки
{X(t), 0 � t � T} или, по-другому, по наблюденному отрезку траек-
тории X(t), 0 � t � T .

З а м е ч а н и е. Далее через С будут обозначены различные по-
ложительные постоянные.

Для доказательства представленной ниже теоремы приведем неко-
торые предварительные результаты.

Функция FT (u), называемая ядром Фейера, определяется следую-
щим образом:

FT (u) =
1

2πT

⎛
⎜⎝sin

Tu

2
u

2

⎞
⎟⎠
2

, u ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞); FT (0) =
T

2π
.

(8)

Лемма 1. Определенное по (8) ядро FT (u) является четным, нео-
трицательным и обладает следующими свойствами:

+∞∫
−∞

FT (u)du = 1; (9)

+∞∫
1

FT (u)du � CT−1; (10)
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1∫
0

FT (u)u
αdu �

⎧⎨
⎩

CT−α при α < 1,
CT−1 lnT при α = 1,
СT−1 при α > 1.

(11)

Доказательство этих соотношений приведено в [9].
Лемма 2. Справедливо следующее соотношение

E(LT ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (x− y)f(x)ϕ(y) dy dx, (12)

где f(x) — спектральная плотность; ϕ(y) — спектрально-усредняющая
функция; FT (x − y) — ядро Фейера. Доказательство приведено в ра-
боте [1].

Лемма 3. Пусть ψ(λ + u) ∈ Hp(γ) с γ = r + α, где r ∈ N ,
N = {1, 2, 3, . . .}, 0 < α < 1. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: ∥∥ψ(j)∥∥

p
� C <∞, j = 1, r; (13)

функция ψ(λ+ u) разлагается в ряд Тейлора

ψ(λ+ u) =
r∑

n=0

ψ(n)(λ)

n!
un +R(λ+ u, λ), (14)

где R(λ+ u, λ) — остаточный член, удовлетворяющий неравенству

‖R(λ+ u, λ)‖p �
C

r!
|u|r+α . (15)

Доказательство этих соотношений приведено в работе [9].
Перейдем теперь к формулировке и доказательству поставленной

задачи.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) спектральная плотность f(λ) ∈ Hp(γ1), γ1 � 1, p ≥ 1;

спектрально-усредняющая функция ϕ(λ) ∈ Hq(γ2), 0 < γ2 < 1, q � 1
при
1

p
+
1

q
= 1;

2) спектральная плотность f(λ) ∈ Hp(γ1), 0 < γ1 < 1, p ≥ 1;
спектрально-усредняющая функция ϕ(λ) ∈ Hq(γ2), γ2 � 1, q � 1 при
1

p
+
1

q
= 1;

Тогда |KT | � C T−1 при γ1 + γ2 > 1, где KT = E(LT )− L(f).
Доказательство. Согласно (12) имеем

E(LT ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ+ u)ϕ(λ)dλdu =
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=
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ+ u)ϕ(λ)dλdu+

+
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ+ u)ϕ(λ)dλdu.

Функция FT (u) является четной, т.е. FT (−u) = FT (u), поэтому
выражение FT (u)f(λ + u)ϕ(λ) во втором двойном интеграле можно
представить следующим образом:

FT (u)f(λ+ u)ϕ(λ) = FT (u)f(λ)ϕ(λ+ u).

Тогда

E(LT ) =
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ+ u)ϕ(λ)dλdu+

+
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ)ϕ(λ+ u)dλdu. (16)

Учитывая (3), (9) и равенство

+∞∫
−∞

f(λ)ϕ(λ)dλ =

+∞∫
−∞

f(λ+ u)ϕ(λ+ u)dλ,

получаем

L(f) =

+∞∫
−∞

f(λ)ϕ(λ)

+∞∫
−∞

FT (u)dudλ =

+∞∫
−∞

FT (u)

+∞∫
−∞

f(λ)ϕ(λ)dλdu =

=
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ)ϕ(λ)dλdu+
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ+u)ϕ(λ+u)dλdu =

=
1

2

+∞∫
−∞

FT (u)

+∞∫
−∞
(f(λ)ϕ(λ) + f(λ+ u)ϕ(λ+ u))dλdu.

Таким образом, линейный функционал L(f) можно представить в
следующем виде:

L (f) =
1

2

+∞∫
−∞

FT (u)

+∞∫
−∞
(f(λ)ϕ(λ) + f(λ+ u)ϕ(λ+ u))dλdu. (17)
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Учитывая (16) и (17), получаем

E(LT )− L(f) =
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ+ u)ϕ(λ)dλdu+

1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ)ϕ(λ++u)dλdu− 1
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ)ϕ(λ)dλdu−

− 1
2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)f(λ+ u)ϕ(λ+ u)dλdu =

=
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)
[
f(λ)ϕ(λ+ u)− f(λ)ϕ(λ)−

− f(λ+ u)ϕ(λ+ u) + f(λ+ u)ϕ(λ)
]
dλ du.

Далее,

E(LT )− L(f) =
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)
{
f(λ) [ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)]−

− f(λ+ u) [ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)]
}
dλdu =

=
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)
{
f(λ)− f(λ+ u))(ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)

}
dλ du.

Таким образом,

KT = E(LT )− L(f) =

=
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)(f(λ)− f(λ+ u))(ϕ(λ+ u)− ϕ(λ))dλdu. (18)

Воспользовавшись неравенством Гельдера, из (18) находим, что

|KT | =
∣∣∣∣∣∣
1

2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

FT (u)(f(λ)− f(λ+ u))(ϕ(λ+ u)− ϕ(λ))dλdu

∣∣∣∣∣∣ �

� 1
2

+∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣FT (u)
+∞∫
−∞
(f(λ)− f(λ+ u))(ϕ(λ+ u)− ϕ(λ))dλ

∣∣∣∣∣∣ du =
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=
1

2

+∞∫
−∞

|FT (u)|
∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞
(f(λ)− f(λ+ u))(ϕ(λ+ u)− ϕ(λ))dλ

∣∣∣∣∣∣ du �

� 1
2

+∞∫
−∞

FT (u)

+∞∫
−∞

|(f(λ)− f(λ+ u))(ϕ(λ+ u)− ϕ(λ))| dλdu =

=
1

2

+∞∫
−∞

FT (u)

+∞∫
−∞

|f(λ)− f(λ+ u)| |ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)| dλdu �

� 1
2

+∞∫
−∞

FT (u)

⎛
⎝ +∞∫
−∞

|f(λ+ u)− f(λ)|p dλ
⎞
⎠
1
p

×

×
⎛
⎝ +∞∫
−∞

|ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)|q dλ
⎞
⎠
1
q

du =

=
1

2

+∞∫
−∞

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du.

Тогда

|KT | � 1
2

+∞∫
−∞

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du. (19)

Далее, воспользовавшись неравенством Минковского (неравенство

треугольника для пространств функций с интегрируемой р-й степе-

нью), будем иметь

‖f(λ+ u)− f(λ)‖p =
⎛
⎝ +∞∫
−∞

|f(λ+ u)− f(λ)|p dλ
⎞
⎠
1
p

�

�

⎛
⎝ +∞∫
−∞

|f(λ+ u)|p dλ
⎞
⎠
1
p

+

⎛
⎝ +∞∫
−∞

|−f(λ)|p dλ
⎞
⎠
1
p

=

=

⎛
⎝ +∞∫
−∞

|f(λ+ u)|p dλ
⎞
⎠
1
p

+

⎛
⎝ +∞∫
−∞

|f(λ)|p dλ
⎞
⎠
1
p

=

= ‖f(λ+ u)‖p + ‖f(λ)‖p . (20)
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Аналогично имеем

‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q � ‖ϕ(λ+ u)‖q + ‖ϕ(λ)‖q .
Далее поскольку интегрирование ведется по всей действительной

оси, то ⎛
⎝ +∞∫
−∞

|f(λ+ u)|p dλ
⎞
⎠
1
p

=

⎛
⎝ +∞∫
−∞

|f(λ)|p dλ
⎞
⎠
1
p

,

то есть

‖f(λ+ u)‖p = ‖f(λ)‖p , где −∞ < u < +∞. (21)

Аналогично

‖ϕ(λ+ u)‖q = ‖ϕ(λ)‖q , где −∞ < u < +∞.

Тогда, учитывая (19), (20) и (21), получаем

|KT | � 1
2

1∫
−1

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du +

+
1

2

−1∫
−∞

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du +

+
1

2

+∞∫
1

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du �

� 1
2

1∫
−1

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du +

+
1

2

−1∫
−∞
2FT (u) ‖f(λ)‖p 2 ‖ϕ(λ)‖q du+

1

2

+∞∫
1

2FT (u) ‖f(λ)‖p 2 ‖ϕ(λ)‖q du =

=
1

2

1∫
−1

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du+ 2 ‖f(λ)‖p×

× ‖ϕ(λ)‖q
−1∫
−∞

FT (u)du+ 2 ‖f(λ)‖p ‖ϕ(λ)‖q
+∞∫
1

FT (u)du.

96 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2010. № 1



Из четности функции FT (u) следует, что

|KT | � 1
2

1∫
−1

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du+

+ 4 ‖f(λ)‖p ‖ϕ(λ)‖q
+∞∫
1

FT (u)du. (22)

Далее, учитывая оценку (10), окончательно получаем, что

|KT | � 1
2

1∫
−1

FT (u) ‖f(λ+ u)− f(λ)‖p ‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q du+ CT−1.

(23)
Согласно лемме 3

‖f(λ+ u)− f(λ)‖p =
∥∥∥∥∥

r1∑
n=1

f (n)(λ)

n!
un +R1(λ+ u, λ)

∥∥∥∥∥
p

�

�
∥∥∥∥∥

r1∑
n=1

f (n)(λ)

n!
un

∥∥∥∥∥
p

+ ‖R1(λ+ u, λ)‖p �
r1∑
n=1

∥∥∥∥f (n)(λ)n!
un
∥∥∥∥
p

+

+ ‖R1(λ+ u, λ)‖p �
r1∑
n=1

∥∥unf (n)(λ)∥∥
p
+ ‖R1(λ+ u, λ)‖p =

=

r1∑
n=1

|un| ∥∥f (n)(λ)∥∥
p
+ ‖R1(λ+ u, λ)‖p � C

r1∑
n=1

|un|+ С
r1!
|u|r1+α1 =

= C

r1∑
n=1

|un|+ C |u|r1+α1 .

Итак,

‖f(λ+ u)− f(λ)‖p � C

r1∑
n=1

|un|+ C |u|r1+α1 . (24)

Аналогично,

‖ϕ(λ+ u)− ϕ(λ)‖q � C

r2∑
j=1

∣∣uj∣∣+ C |u|r2+α2 . (25)

Рассмотрим два случая.
Случай 1: γ1 � 1, γ2 < 1. Учитывая (23), (24) и то, что ϕ ∈ Hq(γ2)

означает, что
∥∥ϕ(r2)(λ+ u)− ϕ(r2)(λ)

∥∥
q
� C |u|α2 , где γ2 = r2 + α2,

0 < α2 < 1 (здесь r2 = 0, так как γ2 < 1), имеем следующую оценку:
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|KT | � 1
2

1∫
−1

FT (u)

(
C

r1∑
n=1

|un|+ C |u|r1+α1
)
C |u|α2 du+ CT−1 =

=
1

2

1∫
−1

FT (u)C |u|α2
r1∑
n=1

|un| du+ 1
2

1∫
−1

FT (u)C |u|α2 |u|r1+α1 du+CT−1.

Окончательно оценка имеет вид

|KT | � C

r1∑
n=1

1∫
0

un+α2FT (u)du+ C

1∫
0

uα1+r1+α2FT (u)du+ CT−1.

Учитывая (11), получаем

|KT | � СT−1.

Случай 2: γ1 < 1, γ2 � 1. Учитывая (23), (25) и то, что f ∈ Hp(γ1)
означает, что

∥∥f (r1)(λ+ u)− f (r1)(λ)
∥∥
p
� C |u|α1 , где γ1 = r1 + α1,

0 < α1 < 1 (здесь r1 = 0, так как γ1 < 1), имеем следующую оценку

|KT | � 1
2

1∫
−1

FT (u)C |u|α1
(
C

r2∑
j=1

∣∣uj∣∣+ C |u|r2+α2
)
du+ CT−1 =

=
1

2

1∫
−1

CFT (u) |u|α1
r2∑
j=1

∣∣uj∣∣ du+ 1
2

1∫
−1

CFT (u) |u|α1+r2+α2 du+CT−1.

Окончательно оценка имеет вид

|KT | � C

r2∑
j=1

1∫
0

uj+α1FT (u)du+ C

1∫
0

uα1+r2+α2FT (u)du+ СT−1.

Учитывая (11), получаем

|KT | � СT−1.

Теорема доказана.
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