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Решение многих практических задач, связанных с оптимальным
проектированием и диагностированием сложных систем, обучением
нейронных сетей и т.п. предполагает применение методов глобаль-
ной оптимизации [1–4]. Существенно, что критериальные функции
в общем случае не являются всюду дифференцируемыми по пере-
менным управления [5, 6]. Типичным является предположение о том,
что отношения приращений функций к приращениям аргументов не
превышают некоторого порога. Последний определяется ограничен-
ной энергией изменений в системе и может быть описан с помощью
константы Липшица [7]. Кроме того, при вычислении каждого теку-
щего значения функции в точках допустимой области могут потре-
боваться значительные вычислительные ресурсы. Этим обусловлена
актуальность разработки эффективных алгоритмов решения задач с
многоэкстремальными критериальными функциями на основе мето-
дов недифференцируемой оптимизации.

Постановка задачи. Рассматривается задача глобальной оптими-
зации, формулируемая в виде

f (x∗) = min
x∈X⊂Rn

f (x) , (1)

где
X = {x ∈ D : gi (x) � 0, i ∈ I } ; (2)
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D = {x ∈ Rn : aj � xj � bj, j ∈ J} . (3)

Здесь использованы следующие обозначения: f (x) — целевая функ-
ция; x — вектор переменных управления; gi (x) — функции ограниче-
ний задачи, i ∈ I; I = {1, . . . ,m} — конечное множество индексов;
X — допустимая область; D — область поиска; x∗ — глобальное ре-
шение; n — размерность задачи; J = {1, . . . , n}; через Rn обозначено
n-мерное вещественное линейное пространство.

Функции f (x), gi (x), i ∈ I , задачи (1)–(3) предполагаются липши-
цевыми. Так функция f (x) удовлетворяет условию

|f (x′)− f (x′′) | � L ‖x′ − x′′‖ , x′, x′′ ∈ X, (4)

где L — константа Липшица, 0 < L <∞; ‖ · ‖ — евклидова норма.
Предположим, что действительная функция f : Rn → R является

многоэкстремальной, не всюду дифференцируемой и для нее задана
вычислительная процедура, позволяющая определять значения функ-
ции в точках допустимой области. Необходимо также учесть возмож-
ную высокую трудоемкость вычисления критериальных функций и
соответствующие требования к вычислительным ресурсам.

Алгоритмы глобальной оптимизации. Детерминированные ме-
тоды решения задач глобальной оптимизации многоэкстремальных
функций к настоящему времени достаточно хорошо разработаны и
находят широкое применение. Так, версия алгоритма TRUST [8] была
реализована в работе [9] для диагностирования фазового состава те-
плоносителя в контуре сложной гидромеханической системы. Следует
отметить, что эффективность детерминированных алгоритмов суще-
ственно ограничена их зависимостью от размерности задачи [7]. В
случае большого числа переменных применяют алгоритмы стохасти-
ческой глобальной оптимизации. К ним относятся алгоритмы модели-
руемого отжига, генетические, управляемого случайного поиска и др.
Вместе с тем чувствительность к выбору параметров алгоритмов этого
типа, устанавливаемых пользователем или обусловленных содержани-
ем задачи, во многом определяет скорость сходимости итерационного
процесса. Этого недостатка лишен алгоритм PCA [1], один из наи-
более мощных современных стохастических алгоритмов глобальной
оптимизации. Существенным шагом алгоритма является сравнитель-
ная оценка качества решения, определяемого текущей и предшествую-
щей конфигурациями системы. Пробное приближение принимается с
определенной вероятностью, что исключает сходимость к локальному
минимуму при поиске глобального решения. Алгоритм PCA удобен
для реализации и может использоваться при решении как непрерыв-
ных, так и дискретных задач оптимизации.
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Применение стохастических алгоритмов глобальной оптимизации
требует значительных вычислительных ресурсов, и один из путей по-
вышения эффективности таких алгоритмов — это совершенствование
процедуры локального поиска. В работе [10] представлен гибридный
алгоритм MNPCA, объединяющий стохастический алгоритм PCA и
детерминированный симплекс-метод Нелдера–Мида. Общий поиск в
допустимой области проводится стохастическим алгоритмом, а при
локальном поиске в перспективной на глобальный экстремум обла-
сти используется симплекс-метод. При этом не возникает необходи-
мости вычисления функций. Более высокая эффективность алгоритма
MNPCA по сравнению с генетическим алгоритмом показана на приме-
ре решения задачи оптимального проектирования ядерного реактора.
Однако метод Нелдера–Мида не всегда обеспечивает сходимость к
стационарной точке [11], что снижает в целом надежность алгоритма
MNPCA.

В связи с этим предложен новый гибридный алгоритм PCAHS, по-
строенный на основе алгоритма PCA в сочетании с детерминирован-
ным методом линеаризации [12] при локальном поиске. Градиентная
информация, используемая в гибридном алгоритме, позволяет полу-
чить локально оптимальное, а следовательно, и глобальное решение
задачи (если оно существует) при меньших вычислительных затратах
по сравнению с алгоритмом PCA. При локальном поиске для много-
мерных не всюду дифференцируемых критериальных функций вво-
дятся сглаживающие аппроксимации.

Аппроксимация критериальных функций. Предварительно рас-
смотрим задачу поиска минимума действительной функции f : Rn → R,
определенной в виде

f (x) = max
x∈X⊂Rn

{ϕi (x)} , i ∈ IM = {1, . . . ,M} , (5)

где X — допустимое множество. Предполагается, что все функции
ϕi (x) , i ∈ IM , выпуклы и непрерывно дифференцируемы.

Задачи, формулируемые в минимаксной форме, относятся к классу
недифференцируемых задач оптимизации [5]. Для их решения приме-
няются специальные методы, например адаптивный метод сглаживаю-
щей аппроксимации, реализуемый согласно принципу максимальной
энтропии [13]. Рассматриваемый ниже подход основан на построении
сглаживающих аппроксимаций критериальных функций с последую-
щим использованием мощных методов, разработанных для задач диф-
ференцируемой оптимизации. Следует отметить, что применительно к
задачам динамики гидромеханических систем процедура сглаживания
является корректной и не приводит к потере существенной информа-
ции [14]. Преимуществом является также возможность создания эф-
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фективного программного обеспечения, позволяющего оперативно по-
лучать решения с приемлемой для практики точностью. Подход пред-
полагает замену каждой недифференцируемой функции некоторой ее
аппроксимацией, которая была бы выпуклой и дифференцируемой в
области допустимых значений переменных управления.

Целевую функцию (5) можно определить в эквивалентной форме
[15]

f (x) = ϕ1(x) + γ(ϕ2(x)− ϕ1(x) + γ(. . .+
+ γ(ϕm−1(x)− ϕm−2(x) + γ(ϕm(x) + ϕm−1(x))) . . .)), (6)

где
γ(ϕi(x)) = max

x∈X⊂Rn
{0, ϕi(x)} , i ∈ IM . (7)

Основная идея метода, предложенного в [15] для решения зада-
чи недифференцируемой минимизации, состоит в том, чтобы каждую
функцию γ(ϕi(x)), i ∈ IM , входящую в (6), заменить некоторой глад-
кой функцией, построить сглаженную приближенную целевую функ-
цию, а затем применить эффективные методы гладкой минимизации.
При возрастании точности аппроксимации функций (7) имеет место
сходимость приближенного решения к точному.

Существенно, что уже в одномерном случае функция γ(x) =
= max
x∈X⊂R

{0, x} в точке x = 0 дифференцируема только по направ-

лениям. При этом возможен следующий подход [14]: на числовой
оси выделяется отрезок [p, q], содержащий точку, в которой функ-
ция γ (x) имеет указанную особенность, и на этом отрезке исходная
функция заменяется некоторой приближенной функцией, выпуклой и
дифференцируемой в каждой точке по построению. Пусть выбраны
числа p < 0 и q > 0. Вводится двухпараметрическая аппроксимация
функции γ : R→ R

γ̃ (p, q, x) =

⎧⎨
⎩
0, x � p;
s (p, q, x) , p < x < q;
x, x � q.

(8)

Здесь p, q — параметры аппроксимации, определяющие соответствен-
но левую и правую границы отрезка [p, q], на котором задана сглажи-
вающая функция s (p, q, x). Приближенная функция γ̃ (p, q, x), пред-
ставленная в (8), совпадает с исходной функцией γ (x) всюду, за ис-
ключением отрезка [p, q]. Потребуем, чтобы функция s (p, q, x) была
выпуклой и, по крайней мере, один раз дифференцируемой на [p, q].
Указанными свойствами обладает, например, дуга кривой, описывае-
мой уравнением второй степени [16]

a11x
2 + 2a12xs+ a22s

2 + 2a13x+ 2a23s+ a33 = 0.
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При этом [14]
s (p, q, 0) = −pη (p, q) ,

где η (p, q) =
[
1 + θ −√

2 (1 + θ)
]/
(θ2 − 1); θ = −p/q.

Некоторые существенные свойства сглаженной функции устана-
вливают следующие утверждения [14].

Лемма 1. Если аппроксимирующая функция γ̃ : R→ R определена
в виде (8) и заданы параметры p < 0, q > 0, то

lim
p↑0
γ̃ (p, q, x) = γ (x) .

Лемма 2. Пусть выполнены предположения леммы 1. Тогда

0 � γ̃ (p, q, x)− γ (x) � −pη (p, q) ∀x ∈ R.
Получена также оценка приближенного решения задачи минимиза-

ции не всюду дифференцируемой критериальной функции f : Rn → R

при использовании двухпараметрических сглаживающих аппроксима-
ций.

Теорема 1 [14]. Пусть x∗ ∈ Rn и x̃ ∈ Rn суть точки минимума
для f (x) и f̃ (p, q, x) соответственно. Тогда

0 � f̃ (p, q, x̃)− f (x∗) � −p min
x∈X⊂Rn

{1, (m− 1)η (p, q)} .
Локальная минимизация. Рассмотрим задачу (1)–(3), огра-

ничившись поиском локального решения. Так как функции f (x),
gi (x) , i ∈ I , не всюду непрерывно дифференцируемы, заменим
их соответствующими сглаживающими аппроксимациями f̃ (p, q, x),
g̃i (p, q, x), i ∈ I , выбрав предварительно параметры p < 0, q > 0, и
положим

G̃ (p, q, x) = max
i∈I
g̃i (p, q, x) ; (9)

Iδ (x) =
{
i ∈ I : g̃i (p, q, x) � G̃ (p, q, x)− δ

}
, δ � 0. (10)

Пусть x∗ — локальное решение задачи. Обозначим f̃ ∗ = f̃ (p, q, x∗);
G̃∗ = G̃ (p, q, x). Градиент f̃ ′ (p, q, x) понимается как вектор-строка.
Следуя [12], предположим, что существуют константы N > 0, δ > 0,
такие, что:

а) множество ΩN =
{
x : f̃ (p, q, x) +NG̃ (p, q, x) � f̃∗ +NG̃∗

}
ограничено;

б) градиенты функций f̃ (p, q, x), g̃i (p, q, x) , i ∈ I , удовлетворяют
в ΩN условию Липшица (4);

в) задача квадратичного программирования

min
{ 〈
f̃ ′ (p, q, x) , w

〉
+ 1/2 ‖w‖2

}
, (11)
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〈g̃′ (p, q, x) , w〉+ g̃i (p, q, x) � 0, i ∈ Iδ (x) , (12)

разрешима относительно w ∈ En при любом x ∈ ΩN и существу-
ют такие множители Лагранжа ui (x), i ∈ Iδ (x), что

∑
i∈Iδ(x)

ui (x) � N

(через En обозначено n-мерное евклидово пространство; 〈 · , · 〉 —
скалярное произведение).

Алгоритм решения рассматриваемой задачи локальной минимиза-
ции включает в себя следующие основные шаги. Пусть x0 — начальное
приближение, выбраны ε, 0 < ε < 1, а также параметры аппроксима-
ции p < 0, q > 0 и уже получена точка xk.

1. Решить задачу (11), (12) при x = xk и определить вектор
wk = w

(
p, q, xk

)
.

2. Найти первое значение r = 0, 1, . . ., при котором будет выполне-
но неравенство

f̃
(
p, q, xk + (1/2)r wk

)
+NG̃

(
p, q, xk + (1/2)r wk

)
�

� f̃
(
p, q, xk

)
+NG̃

(
p, q, xk

)− (1/2)r ε ∥∥wk∥∥2 .
для α = (1/2)r. Eсли такое r = r0 найдено, то положить αk = 2−r0 ,
xk+1 = xk + αkw

k.
Из представленных в [12] результатов следует, что w (p, q, x) есть

решение задачи (11), (12) тогда и только тогда, когда существуют такие
множители Лагранжа ui � 0, i ∈ Iδ (x), что

f̃ ′ (p, q, x) + wт +
∑
i∈Iδ(x)

uig̃
′
i (p, q, x) = 0;

ui (〈g̃′ (p, q, x) , w〉+ g̃i (p, q, x)) = 0, i ∈ Iδ (x) .
Теперь можно сформулировать теорему о сходимости процесса,

порождаемого алгоритмом локальной минимизации.
Теорема 2. Если выполнены предположения а–в, то процесс обла-

дает следующими свойствами: а) G̃
(
p, q, xk

)→ 0 при k →∞;
б) в любой предельной точке x∗ последовательности xk, k = 0, 1, . . . ,

выполняются неравенства (2) и необходимые условия минимума функ-
ции f̃ (p, q, x) при ограничениях (2), (3).

Доказательство. Для доказательства достаточно прямой ссылки
на теорему 2.1 [12, с. 48] и теорему 1. �

Рассмотрим задачу минимизации (1), (3) для случая простых огра-
ничений: требуется найти

min
x

{
f̃ (p, q, x) : aj � xj � bj, j ∈ J

}
. (13)
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Здесь f̃ (p, q, x) — выпуклая функция; допустимая областьX совпадает
с областью поиска D. Вспомогательная задача принимает вид: найти

min

{
n∑
j=1

∂f̃ (p, q, x)

∂xj
wj +

1

2

n∑
j=1

(wj)
2 : aj � xj � bj, j ∈ J

}
. (14)

Решение задачи (14) дает wj , после чего определяются множители
Куна–Таккера u−j и u+j , соответствующие неравенствам xj+wj−bj � 0
и −xj − wj + bj � 0, j ∈ J . Функция Лагранжа записывается в виде
n∑
j=1

[
1

2
(wj)

2 +
∂f̃ (p, q, x)

∂xj
wj + u

+
j (aj − xj − wj) + u−j (xj + wj − bj)

]
.

По теореме 1.6 [12, с. 14] для минимизируемой в задаче (13) целе-
вой функции должны выполняться условия

∂f̃ (p, q, x)

∂xj
− u+j + u−j + wj = 0, j ∈ J ; (15)

u+j � 0, u+j (aj − xj − wj) = 0,
u−j � 0, u−j (xj + wj − bj) = 0, j ∈ J.

(16)

Пусть требуется решить задачу (13), выбраны числа aj, bj , j ∈ J , а
также число ε, 0 < ε < 1, и параметры аппроксимации p < 0, q > 0.
Алгоритм минимизации включает в себя следующие основные шаги.

0. Выбрать точку x0, aj � x0j � bj , j ∈ J .
1. Если точка xk уже построена, то вычислить вектор wk = w

(
p, q, xk

)
.

2. Определить первое значение r = 0, 1, . . . , при котором для
α = (1/2)r будет выполнено неравенство

f̃
(
p, q, xk + αwk

)
� f̃

(
p, q, xk

)− εα ∥∥wk∥∥2 .
Eсли такое r = r0 найдено, то положить αk = 2−r0 , xk+1 = xk + αkwk.
Перейти к шагу 1.

3. Критерий остановки wk = 0.

Теорема 3. Пусть выбраны параметры p < 0, q > 0. Если числа
aj, bj, j ∈ J, конечны и градиент функции f̃ (p, q, x) удовлетворяет
условию Липшица, то во всякой предельной точке последовательно-
сти xk, k = 0, 1, . . . , удовлетворяются необходимые условия мини-
мума.

Доказательство. В рассматриваемом случае точки последователь-
ности xk не выходят за пределы ограниченной области. Вспомога-
тельная задача (14) всегда разрешима относительно w = w (p, q, x), а
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множители u+j , u
−
j определены согласно (16):

u−j = 0, u
+
j =

∂f̃ (p, q, x)

∂xj
+ wj, если − ∂f̃ (p, q, x)

∂xj
� aj − xj;

u−j = u
+
j = 0, если aj − xj < −∂f̃ (p, q, x)

∂xj
< bj − xj;

u+j = 0, u
−
j = −

∂f̃ (p, q, x)

∂xj
− wj, если − ∂f̃ (p, q, x)

∂xj
� bj − xj,

и поэтому ограничены. Все предположения, при которых справедлива
теорема 2, выполнены, откуда следует результат. �

Гибридный алгоритм PCAHS. Ниже представлен псевдокод ги-
бридного алгоритма. При реализации алгоритма в виде прикладной
программы для определения параметров возмущения используются
стандартные встроенные генераторы случайных чисел:

Generate an initial solution Old_Config
Best Fitness = Fitness (Old_Config)

For n = 0 to # of iterations
Generate a stochastic perturbation of the solution
If Fitness (New_Config) > Fitness (Old_Config)

If Fitness (New_Config) > Best Fitness
Best Fitness := Fitness (New_Config)

End If
Old_Config := New_Config
Localization ( )

Else
Scattering ( )

End If
End For
Localization ( )

Apply the Linearization Method with smoothing approximations
Return
Scattering ( )
pscatt = 1−(Fitness (New_Config)) / (Best Fitness)
If pscatt > random(0, 1)

Old_Config := random solution
Else

Exploration ( )
End If

Return
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Разработано прикладное программное обеспечение, реализующее
гибридный алгоритм PCAHS, и получено решение задач, принятых
в современной литературе в качестве стандартных эталонных тестов
глобальной оптимизации. Показано [17], что гибридный алгоритм на
1-3 порядка эффективнее стохастического алгоритма PCA, а для ряда
стандартных эталонных тестов сравним по эффективности с детерми-
нированным алгоритмом TRUST.

Пример. Модельная идентификация аномалий фазового состава
теплоносителя реакторной установки. В качестве диагностируемой
системы рассматривается главный циркуляционный контур (ГЦК) се-
рийного блока ВВЭР-1000 [9, 18]. Переменными модели являются от-
носительные значения скорости звука xi в теплоносителе на участках
ГЦК, соответствующих: зоне нагрева теплоносителя в напорном баке
системы компенсации объема (СКО) (x1); выходному объему реактора
(x2); активной зоне реактора (x3); проточной части главного циркуля-
ционного насоса циркуляционной петли с СКО (x4). При отсутствии
в теплоносителе второй фазы представленный в таблице нормальный
спектр ωj соответствует максимальным значениям скорости звука на
выделенных участках.

Таблица

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ωj , Гц 0,89 6,77 9,82 15,44 15,96 18,94 24,56 26,69 27,07 30,52

ω∗j , Гц 0,87 6,77 9,07 15,27 15,96 18,93 24,56 26,67 26,85 28,62

В модельной задаче аномальный спектр ω∗j получен при наличии
двухфазной смеси в выходном объеме и активной зоне реактора. При
этом x∗1 = x

∗
4 = 100%; x∗2 = 81%; x∗3 = 72, 9%. Критериальная функ-

ция определена с учетом десяти низших спектральных составляющих.
После определения области переменных модели, содержащей глобаль-
ный минимум, завершающие итерации гибридного алгоритма прово-
дятся с использованием градиентной информации для сглаживающих
аппроксимаций критериальной функции. Сходимость решения проил-
люстрирована на рис. 1, 2.

Получено приближенное решение: x∗1 = x
∗
4 = 100%; x∗2 ≈ 81, 12%;

x∗3 ≈ 72, 47%. Относительная погрешность определения значений пе-
ременных модели не превышает 1, 99% при точности настройки спек-
тра частот порядка 0, 01Гц. Итак, по завершении настройки спектра
частот расчетной динамической модели объекта на заданный аномаль-
ный спектр установлено, что имеет место появление второй фазы в
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Рис. 1. Изменение значений переменных управления xi с ростом числа итера-
ций N :
1, 2, 3, 4 соответственно x1, x2, x3, x4

Рис. 2. Зависимость критериальной функции f̃(p, q, x)f̃(p, q, x)f̃(p, q, x) (1) и нормы вектора
Nr(w) (2) от числа итераций N

теплоносителе на участке его прохождения через активную зону и в
выходном объеме реактора.

Выводы. Предложен метод решения экстремальных задач для ги-
дромеханических систем с использованием гибридного алгоритма гло-
бальной оптимизации. Исследование пространства переменных моде-
ли проводится стохастическим методом; при локальном поиске гради-
ентная информация определяется для сглаживающих аппроксимаций
не всюду дифференцируемых критериальных функций. В терминах
вводимых сглаживающих аппроксимаций сформулированы необходи-
мые условия локального минимума, и для случая простых ограниче-
ний доказана сходимость к локальному минимуму. Модельные расче-
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ты показали возможность идентификации аномалий фазового состава
теплоносителя в контуре реакторной установки ВВЭР-1000 с доста-
точной для приложений точностью.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства
образования и науки РФ (грант Президента РФ по поддержке науч-
ных исследований ведущих научных школ РФ, код НШ-1311.2008.8).
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