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Сформулирована математическая модель динамики вращающегося на опорах
кольца при действии на него сил резания при токарной обработке. Получены
формулы, позволяющие учитывать прецессию стоячей волны при определении
сил внутреннего трения. На основе анализа полученных уравнений показана
возможность возникновения прецессионного резонанса. Приведены результаты
расчетов.
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Рассмотрим динамическую задачу, возникающую при обработке
колец по безрамной технологии. При ее использовании кольцо ставят
в вертикальной плоскости на два опорных ролика, приводят во враще-
ние и обрабатывают приставным токарным станочным модулем. При
обработке на кольцо и станок действуют радиальная, тангенциальная
и направленная по оси вращения кольца силы резания. Значения этих
сил зависят от глубины резания tR, скорости резания VR, которая, в
свою очередь, зависит от угловой скорости вращения кольца Ω и его
радиуса r, характеристик материала.

Наличие сил резания и конечная жесткость материала кольца и
станка ведут к возникновению колебаний, что влияет на точность обра-
ботки. Поэтому необходима разработка математической модели этого
процесса, позволяющей исследовать влияние на него всех параметров
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системы. Опубликованные исследования по данному вопросу практи-
чески отсутствуют, имеются лишь работы, посвященные в основном
определению собственных частот колебаний свободных колец [1].

При разработке математической модели примем, что угловая ско-
рость вращения кольца постоянна, тогда тангенциальная сила резания,
не влияя на скорость вращения кольца, вызывает его движение в тан-
генциальном направлении. Будем учитывать в модели радиальную и
тангенциальную составляющие силы резания.

Одной из особенностей станочных модулей, используемых для об-
работки колец по безрамной технологии, является их меньшая жест-
кость по сравнению со стационарным станком вследствие того, что
станок для безрамной обработки должен быть переносным и занимать
небольшой объем, чтобы его можно было поместить в такое место, где
обеспечивается лучшая точность обработки. Эти условия накладыва-
ют ограничения на размеры станка, а значит, и на его жесткостные
характеристики.

В процессе резания на кольцо и станочный модуль действуют си-
лы резания. Под их влиянием происходит деформация вращающегося
кольца, а также изменение положения резца вследствие его деформа-
ции, деформации станочного модуля и основания базирования станка.
Деформация резца по сравнению с остальными составляющими суще-
ственно меньше, поэтому ею можно пренебречь. Деформацию станоч-
ного модуля и основания его базирования заменим суммарным линей-
ным перемещением по координате XP , перпендикулярным средней
линии кольца в точке нахождения резца. Расчетная схема для анализа
динамики представлена на рис. 1, где обозначено: KC — коэффициент
жесткости, характеризующий величину отжатия резца со станочным
модулем; mc — эквивалентная масса станочного модуля; PRC , PRK —
силы резания, действующие соответственно на станочный модуль и
кольцо в радиальном направлении; PTK — тангенциальная сила реза-
ния, действующая на кольцо; Ω — угловая скорость вращения кольца.

Для получения уравнений динамики используем уравнение Ла-
гранжа второго рода. В соответствии с рис. 1 выражения для кине-
тической энергии системы должны учитывать кинетическую энергию

Рис. 1. Расчетная схема
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станочного модуля TC и вращающегося кольца TK . Формулы потенци-
альной энергии системы должны учитывать потенциальную энергию
упругой деформации станочного модуля (коэффициент KC), потен-
циальную энергию кольца. В уравнениях динамики будем учитывать
силы резания и внутреннего трения.

Получим зависимости, описывающие поведение кольца с нерастя-
жимой средней линией, вращающегося с постоянной скоростью Ω
на двух опорных роликах. При выводе уравнений примем следую-
щие допущения. Радиус средней линии кольца постоянен и равен r.
Опорные ролики имеют форму цилиндра постоянного радиуса, их оси
параллельны. Оси вращения кольца в возмущенном и невозмущенном
движении совпадают. Силу внутреннего трения учитываем по зако-
ну Фойхта. Угол между опорами равен 2α, радиальные перемещения
кольца в точках опор равны нулю. Ширина кольца a, толщина h. Пере-
мещение точки кольца в процессе деформации зададим в лагранжевой
системе координат радиальным (U ) и тангенциальным (V ) переме-
щениями. При разработке математической модели динамики кольца
используем гипотезу плоских сечений, применяемую в теории балок.

Радиальное перемещение U точек кольца представим в виде ря-
да Фурье. Одной из особенностей задачи моделирования динамики
вращающегося на двух опорах кольца (или оболочки) является учет
возникающего при этом прецессионного движения возбужденных сто-
ячих волн, обусловленного действием кориолисовых сил. В работе [2]
показано, что скорость прецессии гармоник стоячих волн во враща-
ющемся на опорах кольце равна скорости вращения кольца ϕ̇ui = Ω
(i = 1, . . . , N ). С учетом этого радиальное перемещение U точек коль-
ца представим в виде ряда Фурье

U =
N∑

i=1

[aui(t) cos (i (θ + ϕui (t))) + bui(t) sin (i (θ + ϕui (t)))] , (1)

где aui, bui — обобщенные координаты, зависящие от времени; ϕui —
функции времени, задающие прецессию i-й гармоники стоячей волны
по координате U .

Тангенциальное перемещение точек кольца, учитывая условие не-

растяжимости средней линии V = −
∫
U dθ, зададим зависимостью

V = −
N∑

i=1

aui

i
sin(i(θ + ϕui)) +

N∑

i=1

bui

i
cos(i(θ + ϕui)). (2)
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В точках опор радиальные перемещения кольца равны нулю, по-
этому имеем условия

N∑

i=1

aui cos (i (π − α− Ωt+ ϕui))+

+
N∑

i=1

bui sin (i (π − α− Ωt+ ϕui)) = 0; (3)

N∑

i=1

aui cos (i (π + α− Ωt+ ϕui))+

+
N∑

i=1

bui sin (i (π + α− Ωt+ ϕui)) = 0. (4)

Кинетическую и потенциальную энергии вращающегося кольца опре-
деляем по формулам

T =
χ

2

2π∫

0

[
(V̇ + Ωr + ΩU)2 + (U̇ − ΩV )2

]
dθ;

Π =
μ

2

2π∫

0

(

U +
∂2U

∂θ2

)2
dθ,

(5)

где χ = rρF ; μ = EJ/r3; r, ρ, F — соответственно радиус средней
линии кольца, удельная плотность материала, площадь поперечного
сечения; E, J — соответственно модуль Юнга и момент инерции по-
перечного сечения.

Найдем зависимости для обобщенных сил внутреннего трения,
действующих по координатам auj , buj . Для вычисления напряже-
ния, возникающего в материале кольца, используем закон Фойхта

σT = KTE
∂e

∂t
, где КТ — коэффициент внутреннего трения, е —

деформация при изгибе.

Величину деформации определим соотношением e = zγ/r2; из-

менения кривизны вследствие изменения переменной U —
γ

r2
=

=
(
−U −

∂2U

∂θ2

)
/r2; момент сил внутреннего трения M =

∫

S

zσdS =

=
JEKT

r2
∂γ

∂t
; изменение элементарной работы δAΔθTR = Mδα

(
δα =

=
δγ

r2
rΔθ — изменение угла

)
; вариацию кривизны определим соот-
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ношением δγ =
∂γ

∂qj
δqj . Для вычисления полной работы силы вну-

треннего трения во всем кольце при его изгибе вследствие вариации
обобщенной координаты δqj используем формулу

δATP =
JEKT

r3

2π∫

0

∂γ

∂t

∂γ

∂qj
dθδqj.

Величину Fqj =
JEKT

r3

2π∫

0

∂γ

∂t

∂γ

∂qj
dθ — обобщенную силу трения,

действующую по координате qj , определим следующим образом. Ис-
пользуя формулу (1), для обобщенных сил трения, действующих по
обобщенным координатам auj, buj (j = 1, 2, . . . , N ), получаем следую-
щие выражения:

Faj = πμKT (j
2 − 1)2ȧuj + πμKT j(j

2 − 1)2bujϕ̇uj, (6)

Fbj = −πμKT j(j
2 − 1)2aujϕ̇uj + πμKT (j

2 − 1)2ḃuj. (7)

Видно, что приведенные формулы отличаются от классических,
получаемых путем дифференцирования матрицы жесткостей по вре-
мени. При наличии прецессии стоячей волны появляется дополнитель-
ная составляющая силы внутреннего трения, зависящая от скорости
прецессии ϕ̇uj . При скорости, равной нулю, как частный случай полу-
чаем классические формулы.

Найдем обобщенные силы Qaj , Qbj , действующие по обобщен-
ным координатам кольца вследствие действия сил резания. Вычисляя
элементарную работу сил PRK , PTK , действующих соответственно в
радиальном и касательном направлениях к поверхности кольца в точке
θR, на элементарных перемещениях обобщенных координат, получаем

Qaj = −PRK cos (j (θR − Ωt+ ϕuj (t)))+

+
PTK

j
sin (j (θR − Ωt+ ϕuj (t))) ; (8)

Qbj = −PRK sin (j (θR − Ωt+ ϕuj (t)))−

−
PTK

j
cos (j (θR − Ωt+ ϕuj (t))) . (9)

Для сил резания, действующих на кольцо и станочный модуль,
имеем

PRK = 10C
P
P t
Xp
R SYpV np ; PTK = 10C

T
P t
XT
R SYTV nT ;

PRC = 10C
P
P t
Xp
R SYpV np .

(10)

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2013. № 1 43



Здесь tR — глубина резания; S — величина подачи резца; V — скорость
резания; CPP , XP , YP , np, CTP , XT , YT , nT — коэффициенты.

Для глубины резания получим tR = tR0 + U (θR) + XP , где tR0 —
расчетная глубина резания; радиальное перемещение кольца в точке
резца равно

U(θR) =
N∑

i=1

[
aui(t) cos (i (θR − Ωt+ ϕui (t)))+

+ bui(t) sin (i (θR − Ωt+ ϕui (t)))
]
;

XP — смещение резца вследствие динамики станочного модуля.
Используя зависимости (1)–(10), вычисляя производные кинети-

ческой и потенциальной энергий, исключая неопределенные множи-
тели Лагранжа и учитывая соотношения ϕ̇ui (t) = Ω, ϕui (t) = Ωt
(i = 1, 2, . . . , N ), получаем уравнения динамики кольца при действии
сил резания

Qj ä1 + Cj äj + νKTn
2
j ȧj + 2Ωlj ḃj +Mjaj + νKT jn

2
jΩbj = Paj;

Xj b̈1 + Cj b̈j − 2Ωlj ȧj + νKTn
2
j ḃJ − νKT jn

2
jΩaj +Mjbj = Pbj

(j = 2, 3, . . . , N − 1) ;

QN ä1+
N−1∑

i=1

CNP1iäi+
N−1∑

i=1

CNR1ib̈i+
N−1∑

i=1

(
ν KTn

2
NP1i + 2ΩlNP2i

)
ȧi+

+
N−1∑

i=1

(
ν KTn

2
NR1i + 2ΩlNR2i

)
ḃi +

N−1∑

i=1

(MNP1i + γNP2i)ai+

+
N−1∑

i=1

(MNR1i + γNR2i)bi = PaN ;

N−1∑

i=1

CNP2iäi+XN b̈1+
N−1∑

i=1

CNR2ib̈i+
N−1∑

i=1

(
ν KTn

2
NP2i − 2ΩlNP1i

)
ȧi+

+
N−1∑

i=1

(
ν KTn

2
NR2i − 2ΩlNR1i

)
ḃi +

N−1∑

i=1

(MNP2i − γNP1i)ai+

+
N−1∑

i=1

(MNR2i − γNR1i)bi = PbN ;
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mCẌP +KT ẊP +KCXP + PRC = 0.

В этих уравнениях

Paj = −PRK

[
cos (jθR)

πχ
+
(−1)j+1 cos (jα) cos θR

πχ cos (π − α)

]

+

+ PTK

[
sin (jθR)

jπχ
+
(−1)j+1 cos (jα) sin θR

πχ cos (π − α)

]

;

Pbj = −PRK

[
sin (jθR)

πχ
+
(−1)j sin (jα) sin θR
πχ sin (π − α)

]

−

− PTK

[
cos (jθR)

jπχ
+
(−1)j sin (jα) cos θR
πχ sin (π − α)

]

;

Mj = νn
2
j − l

2
jΩ
2, ν =

EJ

ρFr4
, γj = νKT jn

2
jΩ,

Qj =
(−1)j+1 2 cos (jα)
cos (π − α)

; Xj =
(−1)j 2 sin (jα)
sin (π − α)

(j = 1, 2, . . . , N);

P1i, P2i, R1i, R2i — соответственно первая и вторая строки матриц

P = ZD, R = ZF, где Z =

[
cos (N (π − α)) sin (N (π − α))
cos (N (π + α)) sin (N (π + α))

]−1
.

Элементы матриц D и F соответственно равны d1i = − cos (i (π − α)),
d2i = − cos (i (π + α)), f1i = − sin (i (π − α)), f2i = − sin (i (π + α))
(i = 1, 2, . . . , N − 1), Cj = 1 + 1/j2, Kj = j + 1/j, nj = j2 − 1,
lj = j − 1/j.

Полученная система является системой нелинейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, она может использоваться при
проектировании станочных модулей и выборе режимов обработки
крупногабаритных колец и оболочек по безрамной технологии, по-
зволяет учитывать их динамику.

В таблице приведены результаты расчетов изменения глубины ре-
зания в зависимости от коэффициента упругости КС станочного мо-
дуля и толщины кольца, полученные с использованием приведенной
модели. Даны максимальное и минимальное перемещения кромки рез-
ца в процессе резания в миллиметрах. Расчеты проведены для кольца
радиусом 3 м, шириной 1 м, с углом между опорами 80◦, при угловой
скорости вращения кольца 0,5 рад/с, коэффициенте внутреннего тре-
ния 10−4Н∙с/м, расчетной глубине резания 2 мм. Полученные результа-
ты показывают, как выход резца из зоны резания, а значит, и точность
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обработанной поверхности зависят от толщины кольца и жесткости
станка. Так, при коэффициенте КС = 105 выход резца из зоны резания
происходит при толщинах кольца 0,05, 0,1, 0,2 м.

Таким образом, полученные уравнения позволяют рассчитывать
динамику процесса обработки крупногабаритных колец по безрамной
технологии при разных режимах, а также могут быть использованы
при проектировании станочных модулей.

Перемещение кромки резца, мм

макси-
мальное

мини-
мальное

макси-
мальное

мини-
мальное

макси-
мальное

мини-
мальное

Толщина
кольца, м

КС = 105 КС = 5 ∙ 105 КС = 106

0,05 2 – 0,06 2 1,20 2 1,48

0,1 2 – 0,003 2 1,32 2 1,62

0,2 2 – 0,005 2 1,34 2 1,64

0,3 2 0,004 2 1,35 2 1,65

0,4 2 0,013 2 1,36 2 1,65

0,5 2 0,02 2 1,36 2 1,66

Дадим анализ полученной системы. Среди коэффициентов уравне-
ний имеется выражение Mj = νn2j − l2jΩ

2 (j = 2, . . . , N ), зависящее
от прочностных характеристик материала кольца ν и угловой скоро-
сти вращения Ω. Оно характеризует упругую силу, возвращающую
кольцо в положение равновесия, от значения которой зависит частота
его собственных колебаний. При Ω = 0 кольцо не вращается, воз-
бужденные в нем колебания представляют собой при наличии трения
затухающий колебательный процесс, описываемый полученной систе-
мой. При увеличении Ω от нуля величина Мj уменьшается, а значит,
уменьшается возвращающая в положение равновесия упругая сила и
увеличивается период собственных колебаний кольца. С увеличением
Ω период увеличивается и при некоторой скорости величина Mj де-
лается равной нулю. Значение этой критической скорости — свое для
каждой гармоники и равно Ω2j = νn

2
j/l
2
j . При дальнейшем увеличении

Ω значения Мj становятся отрицательными и матрица при координа-
тах имеет отрицательные элементы, что влияет на решение. Система
уравнений описывает теперь расходящийся колебательный процесс,
т.е. возникает резонанс. Энергия, необходимая для возбуждения резо-
нанса, появляется в системе вследствие допущения, что скорость вра-
щения кольца постоянна. На первом этапе, до критической скорости
вращения, работа этой энергии направлена на противодействие силам
упругости, на втором — способствует возникновению резонанса.
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Рис. 2. Силы, возникающие в кольце

Рассмотрим возникновение этого эффекта с точки зрения механи-
ки. Получим зависимости для сил в случае появления колебаний по
первой собственной частоте во вращающемся на двух опорах кольце
радиуса r (рис. 2). Для этого найдем зависимости для центробежных
сил, действующих на элементарные массы, находящиеся в точках A0
и В0, расположенные симметрично относительно оси вращения (точка
O). Пусть в результате колебания масса в точке A0 из нейтрального
положения сместилась в положение A на величину U . Тогда ее радиус
относительно оси вращения O стал rA = r + U , а центробежная сила,
действующая на элементарную массу Δm, равна FA = ΔmΩ2(r + U).
Для точки B0 радиус уменьшится примерно на величину U и станет
rB = r−U , а центробежная сила, действующая на такую же элементар-
ную массу, равна FB = ΔmΩ2(r−U). Суммарная результирующая цен-
тробежная сила от этих элементарных масс F = FA−FB = 2ΔmΩ2U .

Суммарная сила, действующая на кольцо и возвращающая его в
нейтральное положение, которая учитывает силу упругости и центро-
бежные силы от элементарных масс в точках A и B, выражается как

FΔm = Fy − F = Fy(U)− 2ΔmΩ
2U.

Здесь Fy — сила упругости кольца, возвращающая его в нейтральное
положение, зависит от отклонения U .

Из последней формулы видно, что результирующая сила, от ко-
торой зависит частота собственных колебаний, определяется угловой
скоростью вращения кольца Ω, с увеличением которой она уменьша-
ется. Вычисляя интеграл для этой силы по всему кольцу, получаем,
что с увеличением угловой скорости вращения кольца сила, возвра-
щающая кольцо в нейтральное положение, уменьшается, а значит, и
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уменьшается частота собственных колебаний:

Fm = Fy − 2Ω
2

∫

S

ΔmU(θ)dθ.

Здесь θ — угловое положение на кольце элемента массы.
При превышении критического значения угловой скорости

Ωкр =

√√
√
√Fy

(
2

∫

S

ΔmU(θ)dθ
)−1

центробежная сила становится больше силы упругости и возникает
расходящийся процесс — прецессионный резонанс.

На рис. 3 и 4 представлены зависимости коэффициента τ1 расхо-
димости колебательного процесса для колец разного радиуса, а также
первой собственной частоты ω1, рад/с, от скорости вращения коль-
ца Ω, рад/с. Число гармоник ряда Фурье равно шести. Эти харак-

Рис. 3. Зависимость показателя расходимости колебательного процесса от ско-
рости вращения кольца радиусом 5 м (1), 4 м (2), 3 м (3)

Рис. 4. Зависимость первой собственной частоты колебаний кольца радиусом
5 м (1), 4 м (2), 3 м (3) от скорости вращения
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теристики находились при решении частотного уравнения численным
методом. Коэффициент внутреннего трения принят равным нулю, тол-
щина колец 0,05 м, угол между опорами 40◦. На рис. 3, 4 видно, что
с увеличением скорости вращения собственная частота уменьшается.
При некоторой скорости вращения кольца коэффициент τ1 становит-
ся положительным, т.е. возникает прецессионный резонанс и частота
собственных колебаний возрастает. Аналогичные расчеты, проведен-
ные при коэффициенте внутреннего трения, равном 1,5 ∙ 10−4Н∙с/м,
дали практически полное совпадение с результатами, полученными
при коэффициенте внутреннего трения, равном нулю.

Выводы. Получена математическая модель динамики кольца, вра-
щающегося на опорах, при его обработке по безрамной технологии,
которая может быть использована при выборе режимов обработки, а
также при проектировании станочных модулей для безрамной обра-
ботки деталей. Получены зависимости для учета внутреннего трения в
кольце при наличии прецессии стоячих волн. На основе анализа полу-
ченных уравнений сделан вывод, что при увеличении скорости враще-
ния кольца его первая собственная частота уменьшается до нуля, при
дальнейшем увеличении возникает расходящийся колебательный про-
цесс — прецессионный резонанс. Дано физическое объяснение этого
явления, подтвержденное результатами расчетов.
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