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Введение. Создание наноструктурных конструкционных матери-
алов — важное новое направление современного материаловедения.
Такие материалы получают в основном методами порошковой ме-
таллургии, кристаллизацией из аморфного состояния и интенсивной
пластической деформацией. Особенности структуры наноматериалов
(размер зерна, значительная доля границ раздела, пористость и другие
дефекты структуры) зависят от методов их получения и оказывают
существенное влияние на свойства материала, которые существен-
но отличаются от свойств аналогов с крупнозернистой или аморф-
ной структурой. Конструкционные наноматериалы обладают высоки-
ми эксплутационными характеристиками: прочностью при достаточно
высоких значениях пластических деформаций; твердостью; низкой те-
плопроводностью и др., что позволяет создавать принципиально новые
устройства, конструкции и приборы с параметрами, недостижимыми
при использовании традиционных материалов.

Важным этапом в создании новых материалов является построе-
ние математических моделей их поведения в широком диапазоне из-
менения внешних параметров, позволяющих прогнозировать эксплу-
атационные свойства материалов. Однако методика построения таких
моделей еще далека от завершения. Это утверждение относится и к
термомеханическим моделям наноструктурных материалов, которые
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должны учитывать известную из экспериментов информацию об их
более высокой теплоемкости и более низкой теплопроводности по
сравнению с соответствующими значениями массивных материалов
[1, 2]. В настоящей статье рассмотрена одна из возможных моделей
процесса теплопроводности в наноструктурных материалах.

Математическая модель. Для получения термомеханических со-
отношений поведения наноматериалов воспользуемся моделью среды
с внутренними параметрами состояния. Выбор такого подхода объяс-
няется тем, что эта модель позволяет связать макроскопическое пове-
дение тел с рядом микроструктурных процессов, которые протекают
на молекулярном и субмолекулярном уровнях [3, 4].

Полагаем, что состояние рассматриваемой сплошной среды в
окрестности любой материальной точки определяется четырьмя тер-
модинамическими функциями, являющимися активными перемен-
ными: массовыми плотностями свободной энергии A и энтропии h,
тензором напряжений с компонентами σij = σji и вектором плотно-
сти теплового потока с компонентами qi, i, j = 1, 2, 3. Аргументами
этих функций примем следующие реактивные переменные: тензор
малой деформации с компонентами εkl = (∂uk/∂xl + ∂ul/∂xk)/2, где
uk(x1, x2, x3, t) – компоненты вектора перемещения, xk — декартовы
прямоугольные координаты, k, l = 1, 2, 3, t — время; абсолютную
температуру T (x1, x2, x3, t); градиент температуры, компоненты ко-
торого ϑk = ∂T/∂xk; внутренние параметры состояния — скалярный
Φ(x1, x2, x3, t) и векторный с компонентами χi(x1, x2, x3, t) [3–5]. При
этом векторный параметр характеризует процесс распространения
теплоты и может быть ассоциирован с решеточным (фононным),
электронным и др. физическими процессами теплопроводности, а
скалярный — с неравновесным процессом аккумуляции теплоты. В
дальнейшем полагаем, что в материале определяющим является фо-
нонный процесс теплопроводности, который можно ассоциировать с
векторным параметром, имеющим компоненты χi.

Для получения системы определяющих уравнений используем пер-
вый закон термодинамики в виде

ρu̇ = σij ε̇ij − ∂qi

∂xi
+ qV , (1)

где ρ, u — плотность вещества и массовая плотность внутренней энер-
гии; qV — объемная плотность мощности источников тепловыделения;
˙( ) = ∂( )/∂t. Здесь и далее принято соглашение о суммировании по
повторяющимся латинским индексам. Из (1) с помощью преобразова-
ния Лежандра u = A+ Th получаем
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(
ρ
∂A

∂εij
− σij

)
ε̇ij + ρ

(
∂A

∂T
+ h

)
Ṫ + ρ

∂A

∂ϑi
ϑ̇i + ρ

∂A

∂Φ
Φ̇+

+ ρ
∂A

∂χi
χ̇i + ρT ḣ+

∂qi

∂xi
− qV = 0. (2)

Локальная форма второго закона термодинамики (неравенства Клаузиу-
са–Дюгема) имеет вид

ρT ḣ+
∂qi

∂xi
− T−1qi

∂T

∂xi
− qV ≥ 0. (3)

Вычитая далее из левой части неравенства (3) левую часть равен-
ства (2), получаем

−
(
ρ
∂A

∂εij
− σij

)
ε̇ij − ρ

(
∂A

∂T
+ h

)
Ṫ − ρ

∂A

∂ϑi
ϑ̇i − ρ

∂A

∂Φ
Φ̇−

− ρ
∂A

∂χi
χ̇i − T−1qi

∂T

∂xi
≥ 0. (4)

Это неравенство линейно по отношению к скоростям изменения реак-
тивных переменных, которые или не являются определяющими пере-
менными (ε̇ij, Ṫ , ϑ̇i), или заданы соответствующими кинетическими
уравнениями. Так как второй закон термодинамики справедлив для
произвольных скоростей процессов, достаточным условием справед-
ливости неравенства (4) являются равенства

σij = ρ
∂A

∂εij
, h = −∂A

∂T
,

∂A

∂ϑi
= 0 (5)

и неравенство

−ρ∂A
∂Φ
Φ̇− ρ

∂A

∂χi
χ̇i − T−1qi

∂T

∂xi
≥ 0. (6)

Из неравенства (6) следует, что кинетические уравнения для опреде-
ляющих внутренних параметров Φ, χi не могут быть произвольными,
конкретная их форма должна выбираться с учетом неравенства (6).

Если записать закон сохранения энергии (2) с учетом равенств (5),
то получим

ρT
∂2A

∂T 2
Ṫ = ρT

(
− ∂h

∂εij
ε̇ij − ∂h

∂Φ
Φ̇− ∂h

∂χi
χ̇i

)
− ∂qi

∂xi
+ qV + δ. (7)

Слагаемые, заключенные в скобках в правой части (7), характеризуют
термодинамическую связанность процессов теплопроводности и де-
формирования, а также изменение внутренних параметров состояния.
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Кинетические уравнения, описывающие изменение χi и Φ во вре-
мени, в линейном приближении примем в виде

τ
(q)
ij χ̇j + Aijχj + Ai4Φ = χ̄i;

τTΦ + A4iχi + A44Φ = Φ̄,
(8)

где τT – время релаксации внутреннего параметра Φ; τ (q)ij = τqτ
0
ij; τ

0
ij —

компоненты симметричной матрицы T (0),
∥∥T (0)∥∥ = 1; τq — время ре-

лаксации внутреннего параметра χ; Aij = Aji, A4i = Ai4, detAij > 0;
χ̄i, Φ̄ — функции, определяющие равновесные значения внутренних
параметров состояния. Такие кинетические уравнения позволяют учи-
тывать взаимосвязанность процессов передачи теплоты и запаздыва-
ния при аккумуляции теплоты и предполагают, что наноструктурные
элементы заполняют объем произвольным образом.

Зададим выражение для объемной плотности свободной энергии в
виде

ρA =
1

2
Cijklεklεij − Cijklεklε

(T )
ij −Dijklεklεij + ρB(T ) + ρTB1(Φ), (9)

где B(T ), B1(Φ) — функции, определяющие изменение свободной
энергии только вследствие изменения абсолютной температуры T и
скалярного внутреннего параметра Φ (термодинамической темпера-
туры).

Тогда в соответствии с первым и вторым равенствами из (5) имеем

σij = Cijkl

(
εkl − ε

(T )
kl

)
−Dijklε

(Φ)
kl ; (10)

ρcṪ + ρc1Φ̇ = −TCijklε̇kl
∂ε

(T )
ij

∂T
− ∂qi

∂xi
+ qV , (11)

где c = −Td2B/dT 2 и c1 = −TdB1/dΦ — удельные массовые тепло-
емкости, задающие изменение свободной энергии в зависимости от Ṫ
и Φ̇ соответственно.

Дальнейшая конкретизация уравнения теплопроводности (11) свя-
зана с выбором вида функций χ̄i, Φ̄ и вектора плотности теплового
потока. Положим

χ̄i = −Z(1)ij ∂T/∂xj − Z
(2)
ij ∂Φ/∂xj, Φ̄ = T, qi = ϕijχj, (12)

что не противоречит основным принципам рациональной термодина-
мики [3]. Тогда, решив систему уравнений (8) относительно Φ и χi с
начальными условиями t = 0, χi = 0, Φ = T0, получим выражение для
qi и Φ, а следовательно, и для Φ̇. Так как ε(Φ)kl зависит от термодинами-
ческой температуры Φ, то от ∂T/∂xj и ∂Φ/∂xj зависят и компоненты
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тензора напряжений σij . Однако этого не должно быть в силу спра-
ведливости достаточных условий (5), вытекающих из первого и вто-
рого законов термодинамики, и независимости A от этих переменных.
Следовательно, для выполнения этих условий необходимо выполне-
ние равенств Aj4 = A4j = 0. Тогда кинетические уравнения (8) можно
переписать так:

τ
(q)
ij χ̇i + Aijχj = χ̄i, τT Φ̇ + A44Φ = Φ̄. (13)

Таким образом, термомеханические процессы в наноструктуриро-
ванном материале описывает система уравнений (10)–(13) с соответ-
ствующими краевыми условиями. Эта система уравнений отражает за-
паздывание процесса аккумуляции теплоты при быстром нагреве или
охлаждении. Первый член в правой части уравнения (11) учитывает
эффекты связанности полей температуры и деформации.

Отметим, что предложенные соотношения совпадают с рассмо-
тренными ранее в работах [3–5] при Aij = δij (δij — символ Кро-
некера), A4j = 0 и A44 = 1, τ 0ij = δij . Скорость распространения
теплоты D для предложенной модели совпадает с известным значе-
нием D =

√
λ(T )/(ρcτq), где λ(T ) = ϕikZ

(1)
kj δij/3 — теплопроводность

изотропного массивного материала.
Оценка теплоемкости. Рассмотрим некоторые частные случаи.

Пусть происходит медленный нагрев тела объемом V , ограниченного
поверхностью S. Этот случай соответствует стандартным методам из-
мерения теплоемкости материала. Тогда, полагая χi ≡ 0 и qV ≡ 0, из
(1) и (4) имеем

Φ (x1, x2, x3, t) =
1

A44
(T (x1, x2, x3, t) (1−A44)T0 exp

(
− t

τT/A44

)
−

−
t∫
0

exp

(
− t− t′

τT/A44

)
∂T (x1, x2, x3, t

′)
∂t′

dt′
)

и при однородной по объему тела температуре из (3) получим

ρ c
∂T

∂t
+ ρc1

(
(1− A44)

T0

τT
exp

(
− t

τT/A44

)
T

+

+
1

A44

(
∂T

∂t
− ∂T

∂t

∣∣∣∣
t=0

exp

(
− t

τT/A44

)
−

−
t∫
0

exp

(
− t− t′

τT/A44

)
∂2T

∂t′2
dt′

⎞
⎠
⎞
⎠ =

q̃(t)S

V
, (14)
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где T0 — начальная температура; q̃(t) — плотность подводимого к телу
теплового потока.

При τT → 0 ρ(c+ c1/A44)Ṫ = q̃(t)S/V , т.е. удельная массовая те-
плоемкость в предложенной модели может отличаться от соответству-
ющей величины для массивных материалов на c1/A44. Этот эффект в
работах [1, 2] объясняют изменением вида и границ фононного спек-
тра, т.е. изменением функции распределения частот колебаний атомов.
При этом в случае малых частиц в теплоемкости присутствует вклад,
обусловленный их большой поверхностью, и поэтому можно ожидать
увеличения теплоемкости в несколько раз.

Если в качестве начальных условий выбрать

T |t=0 = T0,
∂T

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (15)

и ввести безразмерные параметры и переменные t̄ =
= t/t0; θ = (T − T0) /T

∗c̃ = c1/c, D2
T = τT/t0; T ∗ =

= Btm0 S/(ρcV ); q0 (t̄) = Mt̄m exp (−mt̄); M = mm/ (m− 1)!, то
уравнение (14) и начальные условия (15) можно переписать в безраз-
мерном виде

(
1 +

c̃

A44

)
∂θ

∂t̄
− c̃

A44

t̄∫
0

exp

(
− t̄− t′

D2
T/A44

)
∂2θ

∂t′2
dt′ = q0;

θ (0) = 0, θ̇ (0) = 0.

(16)

Аналитическое решение задачи (16) может быть найдено с помо-
щью преобразования Лапласа по переменной t̄:

θ (t̄) =

t̄∫
0

q0 (u)

[
A44

A44 + c̃
+

c̃

A44 + c̃
exp

(
−A44 + c̃

D2
T

(t̄− u)

)]
du. (17)

На рис. 1 представлены в сравнении средние значения температу-
ры, вычисленные по формуле (17) для различных значений A44, c̃, и
среднее значение температуры для модели, описываемой параболиче-
ским уравнением теплопроводности.

Видно, что с уменьшением значения параметра A44, который мы
ассоциируем с размером частицы, уменьшается и значение средней
по объему температуры, что может быть свидетельством роста тепло-
емкости.

С увеличением параметра c̃, т.е. ростом отношения c1/c, значение
средней температуры также уменьшается.

Оценка теплопроводности. Для оценки теплопроводности нано-
структурных материалов положим Z

(2)
ij = 0; Ai4 = 0 и τq χ̇i ≈ 0. Тогда
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Рис. 1. Зависимость средней по объему температуры θ от времени t̄:
сплошные кривые — расчет по формуле (17); штриховая кривая — параболическая
теплопроводность; цифры у кривых — соответственно значения c̃ и A44

из (8) получим χj = Bjiχ̄i, Bji = A−1ij и в соответствии с (12) имеем

qi = ϕikBkjχ̄j = −ϕikBkmZ
(1)
mj∂T/∂xj = −Λij∂T/∂xj,

где Λij = ϕikBkmZ
(1)
mj — компоненты тензора теплопроводности нано-

структурных материалов. Следует отметить, что параметры Bij = Bji

позволяют учесть локальную анизотропию теплопроводности нано-
структурных материалов при изотропии материалов в макромасштабе.
Для массивных материалов Bkm = δkm и компоненты тензора тепло-
проводности λij = ϕikδkmZ

(1)
mj = ϕik Z

(1)
kj и ϕik = ϕki, Z

(1)
kj = Z

(1)
jk [3–6].

Так как теплопроводность наноструктурных материалов складывает-
ся из электронной и решеточной составляющих (для металлов пре-
обладает первая, для полупроводников и диэлектриков — вторая), то
снижение теплопроводности нанометаллов обусловлено рассеянием
электронов на межзеренных границах, а для диэлектриков и полупро-
водников — рассеянием фононов на поверхностях раздела элементов
наноструктуры [1]. Введение в определяющие уравнения параметров
Bij позволяет учесть эти процессы при построении феноменологиче-
ской модели.

Действительно, для изотропных массивных материалов возможны
только два варианта получения выражения для λ. В первом вариан-
те ϕik = ϕ0δik и Z

(1)
kj = Z0δkj , тогда λij = ϕ0Z0δikδkj = λδij . Во

втором варианте ϕik = ϕ0ϕ
(0)
ik , Z(1)kj = Z0Z

(0)
kj и Z

(0)
kj = (ϕ

(0)
jk )
−1 (или

ϕ
(0)
ik = (Z

(0)
ki )

−1), тогда λij = ϕ0Z0ϕ
(0)
ik Z

(0)
kj = ϕ0Z0δij = λδij . Следо-

вательно, для анизотропных на микроуровне массивных материалов
во втором варианте также возможна изотропия теплопроводности на
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макроуровне. Для наноструктурных материалов анизотропия тепло-
проводности на наноуровне существует всегда, а именно

Λij = ϕikBkmZ
(1)
mj = ϕ0Z0δikBkmδmj = λBij

или
Λij = ϕ0Z0ϕ

(0)
ik Bkm(ϕ

(0)
jm)

−1 = λΛ
(0)
ij ,

где Λ(0)ij = ϕ
(0)
ik Bkm(ϕ

(0)
jm)

−1.
Получить значение теплопроводности изотропного на макроуровне

наноструктурного материала можно следующим образом [6]. Выделим
в наноструктурном материале объем с достаточно большим числом
произвольно ориентированных относительно глобальной системы ко-
ординат элементов структуры. При случайной ориентации любое рас-
положение “наноосей” равновероятно и относительная плотность рас-
пределения нанообъемов материала η0 = 1/(8π2) [6]. Тогда операцию
осреднения тензоров с компонентами Bij или Λ

(0)
ij можно представить

в виде

B̄ij

(
Λ̄
(0)
ij

)
=

2π∫
0

dϕ

2π∫
0

dψ

π∫
0

η0Bij(θ, ψ, ϕ) sin θdθ,

где θ, ψ, ϕ — угловые координаты Эйлера. Заменяя далее Bij или Λ
(0)
ij

их средними значениями B̄ij = B0δij или Λ̄(0)ij = Λ0δij , получим два
варианта выражения для теплопроводности изотропного нанострук-
турного материала: Λij = λB0δij или Λij = λΛ0δij . Поскольку тепло-
проводность наноструктурного материала меньше теплопроводности
массивного материала [1], то 0 < B0 < 1 или 0 < Λ0 < 1.

Можно предположить, что параметры B0 (Λ0) зависят от характер-
ного размера частицы (зерна). Если положить, что такая зависимость
универсальна для всех материалов, то при известной теплопроводно-
сти массивного материала будет возможно прогнозирование теплопро-
водности наноструктурного материала.

Оценка влияния некоторых параметров на распределение тем-
пературы. Проанализируем влияние параметров на распространение
теплоты в наноструктурном материале на примере задачи поверхност-
ного нагрева, не учитывая связанности полей температуры и дефор-
мации.

Рассмотрим кинетические уравнения следующего вида:

τ
(q)
ij χ̇i + χj = χ̄i; τT Φ̇ + Φ = Φ̄. (18)

В этом случае уравнение теплопроводности запишем как
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ρc
∂T

∂t
+
ρc

τT

t∫
0

exp

(
−t− t′

τT

)
∂T

∂t′
dt′ =

∑
μ=1,2,3

(
ϕij

αjμCμ

λμ
Z1m

∂2T

∂xi∂xm
−

− ϕij
αjμCμ

λμ
Z1m

t∫
0

exp
(−λμ(t− t′)/τq

) ∂3T

∂t′∂xi∂xm
dt′
)
, (19)

где λμ — собственные значения однородной системы, соответствую-
щей (18); (α1μ α2μ α3μ)

т — собственные векторы; Cμ — некоторые кон-
станты, полностью определяемые компонентами τ

(q)
ij .

Расчет температурных полей в полном объеме представляет собой
сложную задачу. Оценим влияние параметров нагрева на распределе-
ние температуры, используя одномерную расчетную схему, предпола-
гая, что температура зависит только от координаты x1, направленной
вглубь полупространства, и времени t.

В одномерном случае уравнение теплопроводности будет иметь
вид

ρc
∂T

∂t
+
ρc

τT

t∫
0

exp

(
−t− t′

τT

)
∂T

∂t′
dt′ =

∑
μ=1,2,3

(
ϕ11Z11

α1μCμ

λμ

∂2T

∂x21
−

− ϕ11Z11
α1μCμ

λμ

t∫
0

exp
(−λμ(t− t′)/τq

) ∂3T

∂t′∂x21
dt′
)
. (20)

Начальные и краевые условия для такой модели поверхностного
нагрева запишем в виде

T (x1, t)|t=0 = T0,
∂T (x1, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0;

x = 0 : − ϕ11Z11
α1μCμ

λμ

∂T

∂x1
+

+ϕ11Z11
α1μCμ

λμ

t∫
0

exp (−λμ (t− t′) /τq)
∂2T

∂t′∂x1
dt′ = qs;

x→∞ :
∂T (x1, t)

∂x
= 0,

(21)

где qs = BMtm exp (−mt/t0), m � 1, m ∈ N.
Если ввести безразмерные параметры и переменные z = x1/

√
at0,

t̄ = t/t0; θ = (T − T0)/T
∗; D2

q = τq/t0; D2
T = τT/t0; C̃i = α1iCi/λi;

T ∗ = Btm0
√
at0/λ

(T ); a = λ(t)/(ρc); q0(t̄) = Mt̄m exp(−mt̄); M =
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= mm/(m − 1)! то уравнение (20) и краевые условия (21) можно пе-
реписать в безразмерном виде:

∂θ

∂t̄
+

1

D2
T

t̄∫
0

exp

(
− t̄− t′

D2
T

)
∂θ

∂t′
dt′ =

=
∑

μ=1,2,3

(
C̃μ

∂2θ

∂z2
− C̃μ

t̄∫
0

exp
(−λμ(t̄− t′)/D2

q

) ∂3θ

∂t′∂z2
dt′
)
; (22)

θ(z, t̄)
∣∣
t̄=0

= 0,
∂θ(z, t̄)

∂t̄

∣∣∣∣
t̄=0

= 0;

z = 0 : −∂θ(z, t̄)
∂z

+

t̄∫
0

exp

(
− t̄− t′

D2
q

)
∂

∂t′
∂θ(z, t′)

∂z
dt′
∣∣∣∣
z=0

= q0;

z →∞ :
∂θ(z, t̄

∂z
→ 0.

(23)

Решение задачи (22), (23) может быть получено с использованием
преобразования Лапласа по переменной t̄. Однако в этом случае до-
статочно сложно выполнить обратные преобразования, поэтому были
получены асимптотические решения.

Решение задачи (22), (23) при малых значениях t̄ имеет вид

θ(z, t̄) =

t̄∫
0

[D6
q

...
q 0(t̄− u) +D4

q(λ1 + λ2 + λ3)q̈0(t̄− u)+

+D2
q(λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1) q̇0(t̄− u) + (λ1λ2λ3 +D6

q)q0(t̄− u)]×

×
u∫
0

F1(u− ν)F2(ν)dν du, (24)

где

F1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

B1(exp(−xs1)− exp(−xs2)), β22 − 4β1β3 > 0;

2√
4β1β3 − β22

exp

(
−x β2

2β1

)
sin

(
x

√
4β1β3 − β22
2β1

)
,

β22 − 4β1β3 < 0;
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F2(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
β1D

6
q exp(−xR3)I0

(√
|R4|

√
x2 − z2

D6
q

β1

)
, R4 > 0;

√
β1D

6
q exp(−xR3)J0

(√
|R4|

√
x2 − z2

D6
q

β1

)
, R4 < 0;

s1 =
β2 +

√
β22 − 4β1β3
2β1

; s2 =
β2 −

√
β22 − 4β1β3
2β1

; B1 =
1

β1(s1 − s2)
;

R3 =
λ1 + λ2 + λ3

2D2
q

; R4 =
(λ1 + λ2 + λ3)

2

4D4
q

− (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)

D4
q

.

Решение задачи (22), (23) при t̄→ +∞ имеет вид

θ(z, t̄) =

t̄∫
0

[D6
q

...
q 0(t̄− u) +D4

q(λ1 + λ2 + λ3)q̈0(t̄− u)+

+D2
q(λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1) q̇0(t̄− u) + λ1λ2λ3q0(t̄− u)]×

×
u∫
0

F1(u− ν)
1√
R1

I0

(
R2

2R1

√
ν − z2R1

)
dν du, (25)

где

R1 =
D2
q(λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)

β3
− λ1λ2λ3β2

β23
, R2 =

λ1λ2λ3

β3
.

На рис. 2 приведены зависимости безразмерной температуры по-
верхности θ (0, t̄) от времени t̄, вычисленные при заданных значениях
параметров D2

q , D
2
T и тензора T (0), причем

T
(0)
1 =

⎛
⎝
√
3/3 0 0

0
√
3/3 0

0 0
√
3/3

⎞
⎠ ; T

(0)
2 =

⎛
⎝ 1/2

√
6/12

√
6/12√

6/12 1/2
√
6/12√

6/12
√
6/12 1/2

⎞
⎠ ;

T
(0)
3 =

⎛
⎝ 2/3 1/(2

√
3) 1/(2

√
3)

1/(2
√
3) 1/3 0

1/(2
√
3) 0 1/3

⎞
⎠ .

На рис. 3 изображены распределения безразмерной температуры
по глубине полупространства при D2

q = 10 и D2
T = 10 для некото-

рых значений t̄. Отметим, что значения температуры, вычисленные
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Рис. 2. Изменение температуры поверхности полупространства во врнмени
при z = 0, m = 2 (сплошные кривые — расчет по формуле (24), штриховые
кривые — параболическое уравнение теплопроводности):
a — D2q = 10, D

2
T = 10; б — D2q = 10, D

2
T = 1; в — D

2
q = 1, D

2
T = 10

по формулам (24), (25), значительно отличаются от температуры, вы-
численной исходя из параболического уравнения теплопроводности.
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Рис. 3. Распределение температуры по глубине полупространства z при
D2q = 10, D

2
T = 10 (сплошные кривые — расчет по формуле (24), штриховые

кривые — параболическое уравнение теплопроводности):
a — t̄ = 0,5; б — t̄ = 5

Из приведенных рисунков можно сделать вывод, что различия в
температурных полях тем больше, чем больше значение параметра
D2
q , т.е. чем меньше скорость распространения теплоты.

Также очевидно, что температура при T (0) = T
(0)
1 значительно

выше, чем при T (0) = T
(0)
2 и T (0) = T

(0)
3 . Это можно объяснить

тем, что в матрице T
(0)
1 все недиагональные элементы равны нулю,

что, в свою очередь, говорит о меньшем рассеянии энергии. А при
T (0) = T

(0)
3 теплота быстрее проникает вглубь среды, что обусловлено

тем, что элемент
(
T
(0)
3

)
11

больше остальных диагональных элементов,

и
(
T
(0)
3

)
23
=
(
T
(0)
3

)
32
= 0. Таким образом, расположение нанострук-

турных элементов в объеме влияет на распределение температуры.
Выводы. На основе соотношений рациональной термодинами-

ки предложена математическая модель процесса теплопроводности в
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наноструктурных материалах, построенная с использованием моде-
ли среды с внутренними параметрами состояния. Выполнена оценка
теплоемкости и теплопроводности наноструктурного материала. Рас-
смотренная модель позволяет учитывать эффекты, характерные для
наноструктурных материалов, — более низкую теплопроводность и
более высокую теплоемкость.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проекты № 08-08-
00615а, 09-08-00699а, гранта государственной поддержки ведущих
научных школ НШ-4046.2010.8.
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