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В последнее время, особенно в связи с развитием нанотехнологий,
резко возрос интерес к разработке методов моделирования новых ма-
териалов с необычными свойствами. Широкими возможностями для
создания таких методов обладает метод асимптотического осреднения
(МАО), называемый также методом гомогенизации [1–3]. В работах
[4–7] описаны методы численного решения так называемых локаль-
ных задач, которые возникают в МАО, и, вообще говоря, являются
интегродифференциальными. В настоящей работе предложено разви-
тие этого метода для моделирования композиционных материалов с
пьезоупругими свойствами.

Задача на ячейке периодичности. Рассмотрим композиционный
материал, обладающий периодической структурой, ячейка периодич-
ности (ЯП) Vξ которого состоит из N фаз Vα, α = 1, . . . , N . Вве-
дем малый параметр κ = l/L � 1, где l — характерный размер ЯП,
L — характерный линейный размер всего композита. Введем декар-
товы координаты xk, глобальные координаты x̄k = xk/L и локальные
координаты ξk = xk/κ. Рассмотрим для такой структуры задачу пьезо-
упругости, предполагая выполненными условия идеального контакта
на поверхности раздела Σαβ между компонентами:

σij,j = 0; (1)

−dij + ρe = 0; (2)

σij = Cijklεkl + νkijek; (3)

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) ; (4)
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di = νiklεkl − эikek; (5)

ek = ϕ,k; (6)

[ui] = 0, [σij]nj = 0 на Σij; (7)

[ϕ] = 0, [di]ni = 0 на Σij; (8)

ui
∣∣
Σu
= uie, σij

∣∣
Σσ
nj = Si; (9)

ϕ
∣∣
Σϕ
= ϕe, dini

∣∣
Σd
= dne. (10)

Здесь (1) — уравнения равновесия, (2) — уравнение Гаусса, (3) — со-
отношения упругости с учетом пьезоупругого эффекта, (4) — соотно-
шения Коши, (5) — электрические соотношения с учетом обратного
пьезоэффекта, (6) — выражение для электрического потенциала, (7) —
условия идеального механического контакта на границе раздела ком-
понентов, (8) — соотношения идеального электрического контакта на
границе раздела, (9) — граничные кинематические и статические усло-
вия на частях внешней поверхности Σu и Σσ, (10) — электрические
граничные условия, Cijkl — компоненты тензора модулей упругости,
εij — компоненты тензора малых деформаций, νijk — компоненты тен-
зора пьезоэлектрических коэффициентов, σij — компоненты тензора
напряжений, эij — компоненты тензора диэлектрических постоянных,
ei — компоненты вектора напряженности электрического поля, di —
компоненты вектора электрической индукции; ϕ — электрический по-
тенциал.

Согласно МАО решение задачи пьезоупругости строится в виде
асимптотических разложений:

u=i u
(0)
i (x

k) + κu
(1)
i (x

k, ξl) + k2 . . . ;

εij = ε
(0)
ij (x

k, ξl) + κε
(1)
ij (x

k, ξl) + k2 . . . ;

σij = σ
(0)
ij (x

k, ξl) + κσ
(1)
ij (x

k, ξl) + k2 . . . ;
ϕ = ϕ(0)(xk) + kϕ(1)(xk, ξl) + k2 . . . .

(11)

Подставляя (11) в (10), получаем в нулевом приближении локаль-
ную задачу пьезоупругости

σ
(0)
ij/j = 0; −d(0)i/i = 0;

σ
(0)
ij = Cijklε

(0)
kl + νkije

(0)
k
; ε

(0)
ij = εij +

1

2

(
u
(1)
i/j + u

(1)
j/i

)
;

d
(0)
i = νiklε

(0)
kl − эike(0)k ; e

(0)
k = ϕ

(1)
/k + ek;[

u(1)
i

]
= 0,

[
σ(0)
ij

]
nj = 0,

[
ϕ(1)

]
= 0,

[
d(0)
i

]
ni = 0,〈

u(1)
i

〉
= 0;

〈
ϕ(1)

〉
= 0;

[[
u(1)
i

]]
= 0;

[[
ϕ(1)

]]
= 0.

(12)
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Здесь εij = (u
(o)
i,j + u

(o)
j,i )/2 — компоненты тензора осредненных де-

формаций композита и ek = e
(o)
k — компоненты осредненного вектора

напряженности электрического поля (в локальной задаче они являются
заданными величинами); [[ ]] — условие периодичности функций на
границе ЯП; 〈 〉 — операция осреднения на ЯП; , l = ∂/∂x̄lи /l = ∂/∂ξl

— производные по двум типам координат; Σ̃ξαβ — поверхность контак-
та двух компонентов композита в пределах отдельно взятой ЯП, т.е.
Σ̃ξαβ = Σξαβ ∩ Vα.

Преобразование локальной задачи к задачам “классического”
типа. Задача содержит 9 входных функций εij и ek, будем искать ее
решение в виде суммы по этим функциям:

u(1)
i
=

3∑
p,q=1

ui(pq) +
3∑
r=1

ui(r), ϕ =
3∑
r=1

ϕ(r) +
3∑

p,q=1

ϕ(pq), (13)

где

ui(pq) = −ε̄pq(δipξq + δiqξp) + Ui(pq), ϕ(r) = −ērξr +Ψ(r), (14)

а Ui(pq) и Ψ(r) — новые неизвестные функции. Подставляя (13) и (14)

в (12), находим выражения для ε(0)
ij

, e(0)k , σ(0)ij и d(0)i :

ε
(0)
ij =

3∑
p,q=1

ε
(0)
ij(pq) +

3∑
r=1

ε
(0)
ij(r);

ε
(0)
ij(pq) =

1

2

∑
p,q

(Ui(pq)/j + Uj(pq)/i);

ε
(0)
ij(r) =

1

2

∑
r

(ui(r0/j + uj(r)i);

e
(0)
k =

3∑
r=1

e
(0)
k(r) +

3∑
p,q=1

e
(0)
k(pq);

e
(0)
k(r) = Ψ(r)/k; e

(0)
k(pq) = ϕ(pq)/k;

σ
(0)
ij =

3∑
p,q=1

σ
0)
ij(pq) +

3∑
r=1

σ
(0)
ij(r);

d
(0)
i =

3∑
r=1

d
(0)
i(r) +

3∑
p,q=1

d
(0)
i(pq).

(15)
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Тогда задачу (12) можно разделить на 9 отдельных связанных задач
теории пьезоэлектроупругости:

Lpq :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ
(0)
ij(pq)/j = 0;

σ
(0)
ij(pq) = Cijklε

(0)
kl(pq) + νkije

(0)
k(pq);

−d(0)i(pq)/i = 0;
d
(0)
i(pq) = νiklε

(0)
kl(pq) − эike(0)k(pq);

Lr :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ
(0)
ij(r)/j = 0;

σ
(0)
ij(r) = Cijklε

(0)
kl(r) + νkije

(0)
k(r);

−d(0)i(r)/i = 0;
d
(0)
i(r) = νiklε

(0)
kl(r) − эike(0)k(r).

(16)

С помощью представления решения в форме (13)–(15) уравнения
(16) можно сформулировать не для всей ЯП, а для 1/8 ее части, гранич-
ные условия для этих систем уравнений на 1/8 ЯП имеют следующий
вид.

Для задач Lpq:
при p = q

Ui(pq) = (ε̄pq/2)δip, на Σ′
i, Ui(pq) = 0 на Σi;

Sj(pq) = 0, Sk(pq) = 0 на Σi и Σ′
i (i �= j �= k �= i);

(17)

при p �= q

Ui(pq) = (ε̄ip/4)δip на Σ′
j, Ui(pq) = 0 на Σj;

Sαj(pq) = 0, Uα
k(pq) = 0 на Σj и Σ′

j (i, j = {p, q});
Sαi(pq) = 0, Sαj(pq) = 0, Uα

k(pq) = 0 на Σk и Σ′
k (i �= j �= k �= i);

(18)

при p = q ϕ(pp)
∣∣
Σp
= 0, ϕ(pp)

∣∣
Σ′p
= 0,5ēp;

при p �= q ϕ(pq)|q
∣∣
Σq
= 0, ϕ(pq)|q

∣∣
Σ′q
= 0.

(19)

Для задач Lr:

Ui(r) = (ε̄rr/2)δir на Σ′
i, Ui(r) = 0 на Σi;

Sj(r) = 0, Sk(r) = 0 на Σi и Σ′
i (i �= j �= k �= i);

(20)

ϕ(r)
∣∣
Σr
= 0; ϕ(r)

∣∣
Σ′r
= 0,5ēr. (21)
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В формулах (17)–(21) Sj(pq) = σjl(pq)nl (i �= j) — компонен-
ты векторов усилий; Σi = {ξi = 0} — координатные поверхности;
Σ′
i = {ξi = 1/2} — внешние поверхности 1/8 ЯП.
Вычисление эффективных характеристик композита. После

решения локальных задач Lpq, Lr могут быть вычислены осредненные
поля напряжений и электрической индукции

〈σ(0)ij 〉 =
∑
p,q

〈σ(0)ij(pq)〉+
∑
r

〈σ(0)ij(r0〉; −〈d(0)i 〉 =
∑
r

〈d(0)i(r)〉+
∑
p,q

〈d(0)i(pq)〉.
(22)

Соотношения между этими осредненными полями и средними по-
лями деформаций и напряженности электрического поля образуют ис-
комые эффективные определяющие соотношения композита

〈σ(0)
ij
〉 =

3∑
p,q=1

Cijpqεpq +
3∑
r=1

νrijer; −〈d(0)i
〉 =

3∑
p,q=1

νipqεpq −
3∑
r=1

эirer.

(23)

Из соотношений (23) находим компоненты C̄ijkl эффективного тензо-
ра модулей упругости, э̄ij — тензора диэлектрических постоянных и
компоненты эффективного тензора пьезоэлектрических коэффициен-
тов композита νijk:

Cijpq =
1

ε̄pq
〈σ(0)

ij(pq)
〉ēp=0; эir = − 1

ēr
〈d(0)

i(r)
〉ε̄rr=0;

νrij =
1

ēr

(
3∑
p,q

〈σ(0)
ij(pq)

〉ēr �=0 +
3∑
r=1

〈σ(0)
ij(r)
〉ēr �=0

)
;

νipq =
1

ε̄pq

(
3∑
r=1

〈d(0)
i(r)
〉ε̄pq �=0 +

3∑
p,q=1

〈d(0)
i(pq)
〉ε̄pq �=0

)
.

(24)

Здесь 〈σ(0)
ij(pq)

〉ēp=0 — осредненные напряжения в задаче Lpq при одной

ненулевой компоненте ε̄pq и всех нулевых компонентах ēp, а 〈σ(0)
ij(pq)

〉ēr �=0
— осредненные напряжения в задаче Lpq при одной ненулевой компо-
ненте ε̄pq и одной ненулевой компоненте ēr. Остальные обозначения
аналогичны.

Применение метода конечных элементов для решения локаль-
ных задач. Вариационная формулировка локальных задач Lpq имеет
вид ∫

Ve

δeтσ dV =

∫
Σe

δUтSdΣ,

∫
Ve

δeтd dV = 0, (25)
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где обозначены координатные строки из неизвестных функций: Uт =

=
[
U1(pq), U2(pq), U3(pq)

]
— перемещений; σт =

[
σ
(0)
11(pq), σ

(0)
22(pq) . . . σ

(0)
13(pq)

]
— напряжений; eт = [ε

(0)
11(pq), ε

(0)
22(pq) . . . ε

(0)
13(pq) ] — деформаций; Sт =

=
[
S1(pq), S2(pq), S3(pq)

]
— поверхностных сил; eт=

[
e
(0)
1(pq), e

(0)
2(pq), e

(0)
3(pq)

]
— электрической напряженности; dт =

[
d
(0)
1(pq), d

(0)
2(pq), d

(0)
3(pq)

]
— электри-

ческой индукции.
Аналогично формулируется вариационная постановка задачи Lr.
Запишем в матричном виде соотношения Коши в (15): e = DU,

где D — матрица линейных дифференциальных операторов, а также
определяющие соотношения в (16): σ = Ce+Ve, d = Ve−Эe, где C
— матрица 6×6 из компонент тензора модулей упругости компонентов
композита С α

ijkl [8],V — матрица 6×3 коэффициентов пьезоупругости,
Э — матрица 3× 3 коэффициентов диэлектрической проницаемости, а
e = Deϕ, где De — дифференциальный оператор.

Аппроксимируем перемещения U и электрический потенциал ϕ в
КЭ линейными функциями координат: U = Φq, ϕ = фтy, где q и y —
координатные столбцы перемещений и электрических потенциалов в
узлах КЭ; Φ и фт — матрица и столбец функций формы. Тогда из вари-
ационного уравнения (25) получаем итоговую разрешающую систему

линейных алгебраических уравнений: K̃q̃ = f̃ , где K =

∫
V

B̃
т
C̃B̃ dV ,

Ke =

∫
V

Bт
eЭBedV — матрицы жесткости, B = DФ, Be = Deф;

C̃ =

(
C V
Vт Э

)
; B̃ =

(
B 0
0 Be

)
; q̃ =

(
q
y

)
; f̃ =

(
f
f e

)
; (26)

f — столбец нагрузок и f e — столбец электрической индукции для КЭ.
Составляя глобальную СЛАУ для всей 1/8 ЯП и решая ее, находим

перемещения q и электрические потенциалы y в узлах. Для решения
СЛАУ применялись методы сопряженного градиента. Для генерации
конечно-элементных сеток, решения задач, проведения расчетов эф-
фективных характеристик и визуализации результатов использовались
программные технологии, разработанные на кафедре “Вычислитель-
ная математика и математическая физика” МГТУ им.Н.Э. Баумана.

Решение тестовой задачи для слоистого композита. В ка-
честве тестовой задачи был рассчитан двухслойный композит, для
которого известно точное аналитическое решение локальных за-
дач (12) [9]. Объемная концентрация слоев равна 0,5. В качестве
1-го слоя взяты константы турмалина, обладающего тригональным
(B-ромбоэдрическим) классом симметрии с группой анизотропии 3m

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2010. № 3 91



(G18 по классификации [8]) (табл. 1), в качестве 2-го слоя взяты ха-
рактеристики α-кварца (табл. 2), также обладающего тригональным
классом симметрии, но с группой анизотропии 32 (G18).

Таблица 1
Значения независимых компонент тензора модулей упругости CijklCijklCijkl, ГПа,

тензора пьезоэлектрических коэффициентов, νijkνijkνijk, Кл/м2, и тензора
диэлектрических постоянных эij , 10−10Ф/м, для турмалина

С1111 С1122 С1133 С1123 С3333 С2323 ν131 ν222 ν331 ν333 э11 э33

270 69 8,8 – 7,8 161 67 0,247 – 0,018 0,103 0,32 0,598 0,489

Таблица 2
Значения независимых компонент тензора модулей упругости CijklCijklCijkl, ГПа,

тензора пьезоэлектрических коэффициентов νijkνijkνijk, Кл/м2, и тензора
диэлектрических постоянных эij , 10−10Ф/м, для α-кварца

С1111 С1122 С1133 С1123 С3333 С2323 ν111 ν123 э11 э33

86,8 6 11,9 – 17,8 101 57,8 0,171 0,04 0,4 0,41

Значения эффективных пьезоэлектроупругих характеристик двух-
слойного композита композита, вычисленные по разработанному ме-
тоду и полученные на основе аналитического решения [9], приведены
в табл. 3. Имеет место достаточно хорошее совпадение результатов —
относительная ошибка не превышает 4%.

Таблица 3
Значения независимых компонент эффективных тензоров модулей упругости
C̄ijklC̄ijklC̄ijkl, ГПа, пьезоэлектрических коэффициентов ν̄ijkν̄ijkν̄ijk, Кл/м2, и диэлектрических
постоянных э̄ijэ̄ijэ̄ij , 10−10Ф/м, для двухслойного композита турмалин/α-кварц

Вид решения С̄1111 С̄1133 v̄111 v̄123 э̄11 э̄33

Аналитическое 178 10,8 0,087 0,022 0,501 0,448

Численное 171 10,5 0,09 0,027 0,496 0,444

Расчет для ортогонально армированного волокнистого компо-
зита. Решены локальные задачи для волокнистого композита, состо-
ящего из матрицы, армированной волокнами, ориентированными по
трем координатным направлениям. В качестве матрицы выбран тур-
малин, характеристики волокон соответствуют α-кварцу.

На рис. 1–4 приведены распределения напряжений σ
(0)
ij(pq) в 1/8

ЯП, полученные в результате решения задач Lpq. На рис. 5 показано
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Рис. 1. Распределение напряжений σ
(0)
11(11)

σ
(0)
11(11)σ
(0)
11(11), МПа, в 1/8 ЯП в задаче L11L11L11

Рис. 2. Распределение напряжений σ
(0)
12(12)

σ
(0)
12(12)σ
(0)
12(12), МПа, в 1/8 ЯП

Рис. 3. Распределение напряжений σ
(0)
13(13)

σ
(0)
13(13)σ
(0)
13(13), МПа, в 1/8 ЯП
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Рис. 4. Распределение напряжений σ
(0)
22(22)

σ
(0)
22(22)σ
(0)
22(22), МПа, в 1/8 ЯП

Рис. 5. Распределение компоненты d
(0)
1(1)

d
(0)
1(1)d
(0)
1(1) вектора электрической индукции в 1/8

ЯП композита

распределение компоненты d
(0)
1(1) вектора электрической индукции в

1/8 ЯП композита в задаче L1. В табл. 4 приведены значения компо-
нент эффективных тензоров модулей упругости, пьезоэлектрических
коэффициентов и диэлектрических постоянных композита.

Выводы. Разработан метод решения локальных задач пьезоупру-
гости на ячейке периодичности для композитов со сложными структу-
рами армирования, основанный на переходе от задачи для полной ЯП
к существенно более простой задаче на 1/8 ЯП. Разработан конечно-
элементный метод расчета эффективных пьезоэлектроупругих харак-

94 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2010. № 3



Таблица 4
Значения независимых компонент эффективных тензоров модулей

упругости C̄ijklC̄ijklC̄ijkl, ГПа, пьезоэлектрических коэффициентов ν̄ijkν̄ijkν̄ijk, Кл/м2,
и диэлектрических постоянных э̄ijэ̄ijэ̄ij , 10−10Ф/м, для трехмерного
ортогонально-армированного композита турмалин/α-кварц

С̄1111 С̄1122 С̄1133 С̄3333 ν̄111 ν̄123 ν̄333 ν̄131 э̄11 э̄33

123 28,9 12,6 124,6 0,155 0,024 0,102 0,079 0,465 0,437

теристик композиционных материалов. Проведенное сравнение ре-
зультатов расчетов с аналитическим решением для слоистого компо-
зита продемонстрировало высокую точность разработанного метода
расчета эффективных пьезоупругих характеристик композитов. Пока-
зано, что разработанный метод может быть использован для решения
локальных задач и расчета эффективных характеристик композитов со
сложными пространственными структурами армирования.
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