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Для процесса пространственной авторегрессии порядка (1,1) по-
строены локально наиболее мощные ранговые критерии для про-
верки независимости наблюдений. Показано, что при нулевой гипо-
тезе статистики предложенных критериев являются свободными
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Введение. В работе проведены исследования случайного авторе-
грессионного поля Xij , описываемого уравнением

Xij = θ10Xi−1,j + θ01Xi,j−1 + θ11Xi−1,j−1 + εij, i, j = 0, 1, 2, . . . , (1)

Xij = 0 для любых i < 0 или j < 0,

где θ = (θ10, θ01, θ11) — вектор авторегрессионных коэффициентов, а
εij — независимые одинаково распределенные случайные величины с
нулевым математическим ожиданием Eεij = 0.

Такие поля широко используются в технике, экономике и есте-
ственных науках [1]. До недавнего времени существовавшие мето-
ды проверки гипотез в модели (1) основывались на принципе макси-
мального правдоподобия в предположении нормальности наблюдений
[2, 3]. Как правило, такие методы чувствительны к засорению выборки
резко выделяющимися наблюдениями.

В работах [4, 5] были построены локально наиболее мощные
(ЛНМ) критерии проверки гипотез о коэффициентах θ, основанные
только на знаках наблюдений.

В настоящей работе получены ранговые критерии проверки гипо-
тезы H0 о независимости наблюдений в модели (1). Предполагается,
что распределение εij принадлежит известному параметрическому се-
мейству. Показано, что при H0 распределение статистик построенных
ранговых критериев не зависит от распределения εij и асимптотически
нормально.

Постановка задачи. Рассмотрим поле (1), где εij — независимые
одинаково распределенные случайные величины с функцией распре-
деления F (x) и плотностью f(x), θ = (θ10, θ01, θ11) — неизвестный
вектор параметров.
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Пусть a = (a10, a01, a11) — некоторый известный вектор. Рассмот-
рим задачу проверки гипотезы

H0 : θ = 0

против односторонних альтернатив вида

H+
a : θ = Δa, Δ > 0,

H−
a : θ = Δa, Δ < 0,

и двусторонней альтернативы

Ha : θ = Δa, Δ �= 0.
ПустьX = {Xij}, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n — матрица наблюдений

поля (1).

Обозначим Rij ранг Xij в последовательности

X11, . . . , Xm1, . . . , X1n, . . . , Xmn.

Отметим, что матрица рангов наблюдений R = {Rij} принадлежит
множествуM матриц размера m×n, элементы которых являются пе-
рестановками множества {1, 2, . . . ,mn}. На основе информации толь-
ко о матрице R требуется построить оптимальные критерии проверки
гипотез о параметре θ. Оптимальность критериев будем понимать в
следующем смысле.

Обозначим Q критическую область рангового критерия, т. е. такое
подмножество вM, что если матрица R принадлежит Q, то гипотеза
H0 отклоняется. Через Pmn(Q,Δ) обозначим функцию мощности ран-
гового критерия, определяемую как вероятность отклонения гипотезы
H0, когда H0 не верна:

Pmn(Q,Δ) = P{R ∈ Q| верна альтернатива θ = Δa}.
Пусть Pmn(Q,Δ) дифференцируема в точке 0 по Δ. Определим ЛНМ
ранговый критерий для проверки гипотезы H0 против односторон-
ней альтернативы H+

a как критерий, имеющий функцию мощности
Pmn(Q,Δ), наиболее круто возрастающую по переменной Δ в право-
сторонней окрестности точки 0. Это означает, что критическая область
Q ЛНМ рангового критерия должна быть выбрана так, чтобы величина
dPmn(Q,Δ)

dΔ
при Δ = 0 была максимальна. Совершенно аналогично

определим ЛНМ ранговый критерий для проверки гипотезыH0 против
односторонней альтернативы H−

a как критерий, имеющий минималь-

ное значение
dPmn(Q,Δ)

dΔ
при Δ = 0.
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Локально наиболее мощные критерии. Начнем с построения
ЛНМ рангового критерия для проверки гипотезы H0 против альтер-
нативы H+

a . Так как

Pmn(Q,Δ) =
∑
r∈Q

Pmn(r,Δ),

где Pmn(r,Δ) = P{R = r| верна альтернатива θ = Δa}, то величина
dPmn(Q,Δ)

dΔ

∣∣∣∣
Δ=0

будет наибольшей, если в критическую область Q

последовательно, вплоть до достижения заданного уровня значимости,

включаются матрицы r, имеющие наибольшие значения
dPmn(r,Δ)

dΔ
в

точке Δ = 0. Поэтому искомая критическая область Q будет равна

Q =

{
r :

dPmn(Q, r)

dΔ

∣∣∣∣
Δ=0

> C

}
,

где постоянная C определяется уровнем значимости α критерия, т.е.
находится из условия P{R ∈ Q} = α при гипотезе H0.

Для построения ЛНМ рангового критерия нужно знать поведение
функции мощности, а значит, и Pmn(r,Δ) в окрестности Δ = 0.

Для плотности f(x), удовлетворяющей введенным ниже условиям
(8), (9), определим функцию меток

ϕ(x) = −f ′(x)
f(x)

(2)

и сами метки

amn(i, j) = E[ϕ(ε
(i))ε(j)] = E[ϕ(F−1(U (i)))F−1(U (j))],

i, j = 1, . . . ,mn,
(3)

где ε(1), . . . , ε(mn) и U (1), . . . , U (mn) — элементы вариационного ряда из
распределения с плотностью f(x) и равномерного распределения на
[0, 1] соответственно;

F−1(u) = inf{x : F (x) ≥ u}. (4)

На множестве матрицM и множестве индексов

I = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}
определим статистики

zpq(r) =
m∑

k=p+1

n∑
l=q+1

amn(rkl, rk−p,l−q), r ∈M, (p, q) ∈ I, (5)

z(r) = a10z10(r) + a01z01(r) + a11z11(r). (6)
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Теорема 1. Пусть плотность f(x) независимых одинаково распре-
деленных случайных величин εij удовлетворяет следующим условиям:

Eε11 = 0; (7)

E|ε11| <∞; (8)
∞∫

−∞
|f ′(x)| dx <∞; (9)

|f(x)− f(y)| < C|x− y| для любых x, y из R, C > 0. (10)

Тогда при Δ→ 0

Pmn(r,Δ) =
1

(mn)!

(
1 + Δz(r)

)
+ o(Δ).

Доказательство теоремы 1 приведено в приложении.
Из теоремы 1 вытекают следующие теоремы, определяющие вид

ЛНМ критериев.
Теорема 2. Пусть выполнены условия (7)–(10) и R — матрица ран-

гов наблюдений поля (1). Тогда ЛНМ ранговый критерий отклоняет
H0 в пользу H+

a , если
z(R) > C+, (11)

и принимает в противном случае. Постоянная C+ определяется уров-
нем значимости критерия.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (7)–(10) и R — матрица ран-
гов наблюдений поля (1). Тогда ЛНМ ранговый критерий отклоняет
H0 в пользу H−

a , если
z(R) < C−, (12)

и принимает в противном случае. Постоянная C− определяется уров-
нем значимости критерия.

Теоремы 2 и 3 позволяют естественным образом определить ран-
говый критерий для проверки H0 против двусторонней альтернативы
Ha на уровне значимости α как объединение двух односторонних кри-
териев, проверяющих на уровне значимости α/2 альтернативы H+

a и
H−

a . В этом случае при выполнении условий (7) – (10) гипотеза H0

отклоняется в пользу Ha, если

|z(R)| > C, (13)

и принимается в противном случае. Постоянная C определяется уров-
нем значимости критерия.

Для вычисления меток amn(i, j) нужна совместная плотность
fij(x, y) порядковых статистик ε(i) и ε(j), 1 ≤ i < j ≤ mn, из распреде-
ления с плотностью f(x) и функцией распределения F (x). Известно
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[6, § 2.2], что

fij(x, y) =

=

{
KijF

i−1(x)f(x)[F (y)−F (x)]j−i−1f(y)[1−F (y)]mn−j, если x ≤ y,

0, если x > y,

где

Kij =
(mn)!

(i− 1)!(j − i− 1)!(mn− j)!
, 1 ≤ i < j ≤ mn.

Отсюда, в частности, следует, что условия (8), (9) достаточны для
существования меток (3).

Отметим, что при H0 все (mn)! различных значений R равно-
вероятны. Поэтому распределение z(R) при H0 не изменится, если
матрица рангов R будет вычисляться по наблюдениям X поля (1) в
предположении, что плотность инновационного поля εij будет отли-
чаться от плотности f(x), порождающей метки (3) статистик (5). При
этом мощность критериев (11) – (13), вообще говоря, уменьшится.

Асимптотическая нормальность статистик ЛНМ критериев.
Для практического применения критериев (11) – (13) нужно знать рас-
пределение статистики z(R) при гипотезе H0.

Для небольших m и n квантили статистики z(R) можно оценить
методом Монте-Карло. Если же m и n велики, то следующая теорема
позволяет для распределения z(R) применить нормальную аппрокси-
мацию.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (7)–(10), σ2 = Eε211 <∞ и f

имеет конечное количество информации Фишера

I(f) =

∞∫
−∞

(
f ′(x)
f(x)

)2
f(x) dx <∞. (14)

Тогда статистики
1√
mn

zpq(R) асимптотически нормальны с нуле-

вым математическим ожиданием и дисперсией σ2I(f) :

1√
mn

zpq(R)
ac∼ N (0, σ2I(f)).

Доказательство теоремы 4 приведено в приложении.

Пример 1 (нормальное распределение). Пусть

f(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , F (x) = Φ(x) =

x∫
−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt.
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Тогда ϕ(x) = x, и для всех 1 ≤ i < j ≤ mn

amn(i, j) = E[ε
(i)ε(j)] = E[Φ−1(U (i))Φ−1(U (j))] =

= Kij

1∫
0

du

1∫
u

Φ−1(u)Φ−1(v)ui−1[v − u]j−i−1[1− v]mn−j dv.

Так как I(f) = 1, то
1√
mn

zpq(R)
ac∼ N (0, 1).

Пример 2 (двойное экспоненциальное распределение).
Пусть

f(x) =
1

2
e−|x|, F (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1

2
ex, если x < 0,

1− 1
2
e−x, если x ≥ 0.

Тогда ϕ(x) = sign x,

F−1(u)= sign(1− 2u) ln(1− |2u− 1|), ϕ(F−1(u))= sign(2u− 1).
Поэтому для всех i, j = 1, . . . ,mn,

amn(i, j) = E[sign(ε
(i))ε(j)] =

= E[sign(2U (i) − 1) sign(1− 2U (j)) ln(1− |2U (j) − 1|)],
и, например, при 1 ≤ i < j ≤ mn

amn(i, j) = Kij

1∫
0

du

1∫
u

sign(2u− 1) sign(1− 2v) ln(1− |2v − 1|)×

× ui−1[v − u]j−i−1[1− v]mn−j dv.

Так как I(f) = 1, то
1√
mn

zpq(R)
ac∼ N (0, 1).

Пример 3 (логистическое распределение). Пусть

f(x) =
e−x

(1 + e−x)2
, F (x) =

1

1 + e−x
.

Тогда

ϕ(x) =
1− e−x

1 + e−x
, F−1(u) = ln

(
u

1− u

)
, ϕ(F−1(u)) = 2u− 1,

amn(i, j) = E

[
1− e−ε(i)

1 + e−ε(i)
ε(j)

]
= E

[
(2U (i) − 1) ln

(
U (j)

1− U (j)

)]
,

i, j = 1, . . . ,mn,
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и, например, для всех 1 ≤ i < j ≤ mn

amn(i, j) = Kij

1∫
0

du

1∫
u

(2u−1) ln
(

v

1− v

)
ui−1[v−u]j−i−1[1−v]mn−j dv.

Так как I(f) =
1

3
, то

1√
mn

zpq(R)
ac∼ N

(
0,
1

3

)
.

Выводы. Построены локально наиболее мощные ранговые крите-
рии для проверки гипотезы H0 о независимости наблюдений в модели
пространственной авторегрессии. Статистики построенных критериев
при H0 не зависят от распределения инновационного поля и асим-
птотически нормальны. Указан явный вид статистик критериев для
нормального, двойного экспоненциального и логистического иннова-
ционных полей.

Приложение. Доказательство теоремы 1. Для удобства изложе-
ния далее всюду для произвольной матрицы C размера m× n тем же
символом C будем обозначать вектор C = (c1, . . . , cN) размерности
N = mn, элементы которого совпадают с элементами матрицы C,
упорядоченными по столбцам:

C = (c11, . . . , cm1, . . . , c1n, . . . , cmn),

так что равенство cst = ck будет означать, что k = m(t− 1) + s, т.е.

cst = cm(t−1)+s, s = 1, . . . ,m, t = 1, . . . , n.

Обозначив fΔ(v), v = (v11, . . . , vm1, . . . , v1n, . . . , vmn) = (v1, . . . , vN),
плотность X при альтернативе θ = Δa, получим

P{R = r} =
∫

R=r

fΔ(v) dv.

Выразим плотность fΔ(v) через плотность

f0(u) =
m∏
s=1

n∏
t=1

f(ust)

X при гипотезе H0, т.е. через плотность случайного вектора

ε = (ε11, . . . , εm1, . . . , ε1n, . . . , εmn) = (ε1, . . . , εN).

Так как определитель отображения

ust = vst −Δ(a10vs−1,t + a01vs,t−1 + a11vs−1,t−1),
s = 1, . . . ,m, t = 1, . . . , n;

vst = 0 при s ≤ 0 или t ≤ 0
равен единице, то
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fΔ(v) =
m∏
s=1

n∏
t=1

f(vst −Δ(a10vs−1,t + a01vs,t−1 + a11vs−1,t−1)) =

=
m∏
s=1

n∏
t=1

f(hst(v,Δ)),

где для краткости обозначено

hst(v,Δ)) = hk(v,Δ)) = vst −Δ(a10vs−1,t + a01vs,t−1 + a11vs−1,t−1),

k = m(t− 1) + s.

Поэтому с учетом того, что при H0 все N ! событий {R = r}, r ∈ M,

равновероятны,

P{R = r} =
∫

R=r

m∏
s=1

n∏
t=1

f(hst(v,Δ)) dv =

∫
R=r

m∏
s=1

n∏
t=1

f(hst(v, 0)) dv+

+

∫
R=r

(
m∏
s=1

n∏
t=1

f(hst(v,Δ))−
m∏
s=1

n∏
t=1

f(hst(v, 0))

)
dv =

=
1

N !
+ Δ

N∑
k=1

∫
R=r

f(hk(v,Δ))− f(hk(v, 0))

Δ
×

×
(

N∏
j=k+1

f(hj(v,Δ))

)(
k−1∏
i=1

f(hi(v, 0))

)
dv.

Отметим, что почти всюду по v для k = m(t− 1) + s

lim
Δ→0

f(hk(v,Δ))− f(hk(v, 0))

Δ
×

×
(

N∏
j=k+1

f(hj(v,Δ))

)(
k−1∏
i=1

f(hi(v, 0))

)
=

= ϕ(vst)(a10vs−1,t + a01vs,t−1 + a11vs−1,t−1)
m∏
s=1

n∏
t=1

f(vst).

Используя (10) и интегрируя сначала по vN , . . . , vk+1 в указанной по-

следовательности, а затем по остальным vi за исключением vs−1,t,

vs,t−1, vs−1,t−1, получаем для k = m(t− 1) + s
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∫
RN

∣∣∣∣f(hk(v,Δ))− f(hk(v, 0))

Δ

∣∣∣∣×

×
(

N∏
j=k+1

f(hj(v,Δ))

)(
k−1∏
i=1

f(hi(v, 0))

)
dv ≤

≤ C
∑
(i,j)∈I

|aij|
∫
RN

|vs−i,t−j|f(vs−i,t−j) dvs−i,t−j ≤ C1E|ε11| <∞.

Следовательно, по теореме Лебега о мажорируемой сходимости при
Δ→ 0

P{R = r} = 1

N !
+

+ Δ
m∑
s=1

n∑
t=1

∫
R=r

ϕ(vst)(a10vs−1,t + a01vs,t−1 + a11vs−1,t−1)×

×
m∏
i=1

n∏
j=1

f(vij) dv + o(Δ).

Делая замену переменных

vst = wrst , s = 1, . . . ,m, t = 1, . . . , n,

с якобианом, равным единице, и учитывая, что плотность вариацион-
ного ряда

ε(1), . . . , ε(N) равна
1

N !

N∏
k=1

f(wk) при w1 < · · · < wN и нулю в против-

ном случае, получаем

P{R = r} = 1

N !
+

+
1

N !
Δ

m∑
s=1

n∑
t=1

∫
w1<···<wN

ϕ(wrst)(a10ws−1,t + a01ws,t−1 + a11ws−1,t−1)×

×
m∏
i=1

n∏
j=1

f(wij) dw + o(Δ) =

=
1

N !

(
1 + Δ

(
a10z10(r) + a01z01(r) + a11z11(r)

))
+ o(Δ).

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 4. Так как Xij = εij , i = 1, . . . ,m,

j = 1, . . . , n, при H0, то Rk — ранг εk в последовательности ε1, . . . , εN
или, что то же самое, ранг Uk = F−1(εk) в последовательности
U1, . . . , UN . Обозначим FN — σ-алгебру, порожденную случайными
величинами {R1, . . . , RN}, F∞ =

⋃∞
N=1 FN . В работе [7, п.V.4.1] по-
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казано, что E

(
Uk − Rk

N + 1

)2
<
1

N
, откуда следует, что U1, . . . , UN , а

значит, и
ϕ(F−1(Uk))F

−1(Ul), k, l = 1, . . . , N,

являются F∞-измеримыми. Используя теорему Б из [7, п. II.1.2], по-
лучаем

amn(rk, rl) = E[ϕ(F
−1(U (rk)))F−1(U (rl))] =

= E[ϕ(F−1(Uk))F
−1(Ul)|Rk = rk, Rl = rl].

Поэтому для всех k, l = 1, . . . , N случайная величина

amn(Rk, Rl) = E[ϕ(F
−1(Uk))F

−1(Ul)|FN ]
является FN -измеримой, и по лемме [7, п.V.1.4, с. 201] с учетом (14)

lim
N→∞

E
(
E[ϕ(F−1(Uk))F

−1(Ul)|FN ]− ϕ(F−1(Uk))F
−1(Ul)

)2
= 0. (15)

Лемма

D[zpq(R)] ≤ mnCE[a2mn(R2, R1)], (p, q) ∈ I,
где постоянная C не зависит от m и n.

Доказательство. Так как слагаемые в zpq(R) одинаково распреде-
лены, то

D[zpq(R)] = (m− p)(n− q)D[amn(R2, R1)]+

+ (m− 2p)(n− 2q)cov[amn(R2, R1), amn(R3, R2)]+

+ 2
[
(m− p)2(n− q)2 − (m− p)(n− q)− (m− 2p)(n− 2q)]×

× cov[amn(R2, R1), amn(R4, R3)] ≤
≤ N

(
2D[amn(R2, R1)] +Ncov[amn(R2, R1), amn(R4, R3)]

)
.

Так как при H0 все значения вектора (R1, R2, R3, R4) равновероятны,
то

E[amn(R2, R1), amn(R4, R3)] =

=
1

N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
∑

1≤i�=j �=k �=l≤N

amn(i, j)amn(k, l) =

=
1

N(N − 1)(N − 2)(N − 3)×

×
∑

1≤i�=j≤N

amn(i, j)

⎛
⎜⎜⎜⎝

∑
1≤k �=l≤N

amn(k, l)−
n∑

k=1
k �=i
k �=j

amn(k, i)−
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−
n∑

l=1
l �=i
k �=j

amn(k, j)−
n∑

l=1
l �=i
k �=j

amn(i, l)−
n∑

l=1
l �=i
k �=j

amn(j, l)

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

=
N(N − 1)

(N − 2)(N − 3)E
2[amn(R2, R1)]−

− 1

(N − 3)
(
2E[amn(R2, R1), amn(R3, R2)]+

+ E[amn(R2, R1), amn(R3, R1)] + E[amn(R3, R1), amn(R3, R2)]
)
.

Поэтому∣∣∣cov[amn(R2, R1), amn(R4, R3)]
∣∣∣ ≤

≤ 2(N − 3)
(N − 2)(N − 3)E

2[amn(R2, R1)] +
4

(N − 3)E[a
2
mn(R2, R1)],

откуда следует утверждение леммы.

Определим

tpq =
m∑

i=p+1

n∑
j=q+1

ϕ(F−1(Uij))F
−1(Ui−p,j−q) =

=
m∑

i=p+1

n∑
j=q+1

ϕ(εij)εi−p,j−q, (p, q) ∈ I. (16)

Так как R1, . . . , RN и U1, . . . , UN при H0 независимы, то

E
[
(zpq(R)− tpq)

2
∣∣U (1) = u(1), . . . , U (N) = u(N)

]
=

=
m∑

i=p+1

n∑
j=q+1

a∗mn(Rij, Ri−p,j−q),

где

a∗mn(Rij, Ri−p,j−q) = amn(Rij, Ri−p,j−q)−ϕ(F−1(u(Rij)))F−1(u(Ri−p,j−q)).

Из леммы следует, что

E
[
(zpq(R)− tpq)

2
∣∣U (1) = u(1), . . . , U (N) = u(N)

]
≤

≤ mnE
[(

amn(R2, R1)− ϕ(F−1(U2))F−1(U1)
)2∣∣U (1) =

= u(1), . . . , U (N) = u(N)
]
.
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Поэтому

E(zpq(R)− tpq)
2 ≤ mnE

(
amn(R2, R1)− ϕ(F−1(U2))F−1(U1)

)2
.

Отсюда и из (15) следует

lim
N→∞

E
1

mn

(
zpq(R)− tpq

)2
= 0. (17)

Так как в сумме (16) каждое слагаемое зависит только от двух
других слагаемых этой же суммы, то по центральной предельной те-
ореме для конечно зависимых случайных величин [8, теорема 7.7.5]
статистика tpq является асимптотически нормальной. При этом в силу
независимости ε11, . . . , εmn и условия (7)

E[tpq] =
m∑

i=p+1

n∑
j=q+1

E[ϕ(εij)εi−p,j−q] = 0,

D[tpq] =
m∑

i=p+1

n∑
j=q+1

D[ϕ(εij)εi−p,j−q]+

+2
m∑

i=p+1

n∑
j=q+1

m∑
α=i+1

n∑
β=j+1

cov[ϕ(εij)εi−p,j−q, ϕ(εαβ)εα−p,β−q] = mnI(f)σ2.

Отсюда и из (17) следует утверждение теоремы 4.
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