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Выведены уравнения трехмерной теории устойчивости в случае малых де-
формаций из общих уравнений обобщенной трехмерной теории устойчивости
нелинейно-упругих тел с конечными деформациями. Показано, что для раз-
личных моделей нелинейно-упругих сред соотношения теории устойчивости
при малых деформациях будут одинаковыми, если принято дополнительное
допущение о малости тензора деформаций по сравнению с тензором пово-
ротов. Сформулирована вариационная постановка трехмерной задачи теории
устойчивости. Представлены соотношения трехмерной теории устойчивости
в компонентах, в том числе в ортогональном базисе.
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Equations of the three-dimensional stability theory for the case of small deformations
are deduced from general equations of the generalized theory of stability of
nonlinearly elastic bodies with finite deformations. It is shown that relationships
of the stability theory for small deformations will be identical for different models
of nonlinearly elastic media if an additional assumption on smallness of the strain
tensor as compared to the rotation tensor is made. The variational statement of a
three-dimensional problem of the stability theory is formulated. The relationships of
the three-dimensional stability theory in components are presented including those
in the orthogonal basis.
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В последнее время в связи с развитием мощных вычислитель-
ных систем, в том числе суперкомпьютерных вычислительных ком-
плексов, возник интерес к трехмерным задачам теории устойчивости,
которые ранее практически не исследовались, за исключением огра-
ниченного числа работ [1–3]. В настоящее время задачи теории устой-
чивости конструкций рассматривают, в основном, в рамках двумер-
ных оболочечных теорий [4–8]. Несмотря на сравнительную простоту,
данный подход затрудняет проведение расчетов устойчивости таких
важных типов конструкций, как составные оболочки, оболочки с нали-
чием трехмерных элементов (отверстий, подкреплений, соединитель-
ных элементов, расслоений), оболочки при неравномерном нагреве
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и др. Эмпирический подход, который обычно используется при выводе
уравнений теории устойчивости для конкретных типов конструкций,
не всегда гарантирует необходимую корректность самих уравнений. В
этом смысле вывод уравнений теории устойчивости, даже для тонко-
стенных оболочечных конструкций, предпочтительнее проводить не
эмпирическим путем, а на основе анализа трехмерных уравнений те-
ории устойчивости.

В работе [9] была предложена обобщенная трехмерная теория
устойчивости нелинейно-упругих конструкций при конечных дефор-
мациях. Цель настоящей статьи — вывод уравнений трехмерной те-
ории устойчивости для случая малых деформаций из обобщенных
уравнений теории устойчивости при конечных деформациях.

Малая деформация тела в варьированной конфигурации. Рас-
смотрим линейно-упругие среды с малыми деформациями. Согласно
определению малых деформаций [10, 11], градиент деформации F,

описывающий движение тела из отсчетной конфигурации
0

K в акту-
альную конфигурациюK, мало отличается от метрического тензора E.

Метрические матрицы gij и
0
g ij в конфигурациях

0

K и K так же, как
и набла-операторы при малых деформациях, мало различаются между
собой и их различием можно пренебречь:

F ≈ E; gij ≈
0
gij; ∇ ≈

0

∇. (1)

В работе [9] была введена еще одна актуальная конфигурация K̂,
которая была названа варьированной отсчетной. Эта конфигурация
описывает переход тела из устойчивого состояния K в неустойчивое.
Движение из конфигурации K в конфигурацию K̂ характеризуется
градиентом деформации Fξ [9]. Будем полагать, что это движение так-
же происходит в рамках малых деформаций. В таком случае допуще-
ние о малости деформаций следует уточнить. Предположим, что мала
только симметричная часть ε градиента Fξ = ∇⊗wт ∙F ≈ ∇⊗wт, а
кососимметричная его часть Ω(w) может быть произвольной:

Fξ = ∇⊗w
т = ε(w)−Ω(w), ‖ε(w)‖ � 1. (2)

Здесь w — вектор перемещений точек тела из конфигурации K в кон-
фигурацию K̂. Допущение (2) о малости деформаций в варьированной
конфигурации означает, что относительные удлинения εα материаль-
ных отрезков, ориентированных вдоль собственных направлений qα
тензора ε, предполагаются малыми: |εα| � 1, а угол поворота бази-
са qα, характеризуемый вектором ω, может быть произвольным.
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Как было показано в работах [10, 11], при малых деформациях

все энергетические тензоры деформаций
(n)

C для движения из конфи-

гурации
0

K в устойчивую конфигурацию совпадают с тензором малых
деформаций, который обозначим следующим образом:

(n)

C = ε0 =
1

2
(∇⊗ u0 +∇⊗ u0т),

где u0 = x−
0
x — вектор перемещений материальной точки из конфи-

гурации
0

K в конфигурацию K; индекс “0” соответствует величинам
в устойчивой актуальной конфигурации K, которую будем называть
основным состоянием.

Понятие “конвективная производная” было введено в работах

[9, 12]. Конвективные производные
V

C
ξ

и
I

C
ξ

от правых тензоров дефор-

мации Коши – Грина и Альманзи
V

C и
I

C (тензоры
(n)

C при n = I и V)
согласно формулам (20) и (21), приведенным в работе [9], при малых
деформациях совпадают с тензором малых деформаций ε(w) тела из
устойчивой конфигурации K в неустойчивую конфигурацию K̂:

I

C ξ =
V

C ξ = ε(w) =
1

2
(∇⊗w +∇⊗wт). (3)

При малых деформациях совпадают все энергетические тензоры

напряжений
(n)

T , тензоры напряжений Коши и Пиолы – Кирхгофа, ко-
торые обозначим как

(n)

T = T = P = σ0. (4)

Упругий потенциал ψ(I
(s)
γ (

(n)

C)) для линейно-упругих сред с ма-
лыми деформациями является квадратичной функцией инвариантов

I
(s)
γ (

(n)

C) = I
(s)
γ (ε0) тензора малых деформаций, который можно запи-

сать в виде (с учетом тепловых деформаций):

0
ρψ =

0
ρψ0+

1

2

r1∑

γ,β=1

lγβI
(s)
γ I

(s)
β +

r2∑

γ=r1+1

lγγI
(s)
γ =

0
ρψ0+

1

2

(n)

C ∙ ∙4C ∙ ∙
(n)

C , (5)

где r1 — число линейных инвариантов I(s)γ
((n)
C
)
; r2 − r1 — число ква-

дратичных инвариантов; 4C — тензор модулей упругости.

Тензор 4
(n)

H(s), образованный вторыми производными потенциала
по инвариантам, для линейно-упругих сред в точности совпадает с
тензором модулей упругости 4C:
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4
(n)

H (s) =4 C, n = I, II, IV, V. (6)

Тогда, используя формулу (54) из работы [9], получаем, что энер-

гетические тензоры напряжений
I

T ξ и
V

T ξ в варьированной конфигу-
рации K̂ при малых деформациях совпадают:

σ =
I

T ξ =
V

T ξ. (7)

Однако тензоры Tξ и Pξ при малых деформациях не совпадают
с тензором σ. Действительно, если воспользоваться формулами (72),
приведенными в работе [9], и линеаризовать их в соответствии с фор-
мулами (1) и (4), то для модели AV получим

Tξ = σ +∇⊗w
т ∙ σ0 + σ0 ∙ ∇ ⊗w;

Pξ = σ + σ
0 ∙ ∇ ⊗w + σ0(∇ ∙w).

(8)

Аналогично, если воспользоваться выражениями (75), приведен-
ными в работе [9], и линеаризовать их c учетом формул (1) и (4), то
для модели AI запишем следующие соотношения:

Tξ = σ −∇⊗w ∙ σ
0 − σ0 ∙ ∇ ⊗wт;

Pξ = σ − 2ε(w) ∙ σ
0 − σ0 ∙ ∇ ⊗wт + σ0(∇ ∙w).

С учетом формул (3), (6), (7) из формулы (54), представленной
в работе [9], получим определяющее соотношение в варьированной
конфигурации:

σ =4 C ∙ ∙ε(w).

Постановка задач теории устойчивости в случае малых дефор-
маций. Для тензора напряжений σ0, тензора малых деформаций ε0

и вектора перемещений u0 в основном (устойчивом) состоянии име-
ем задачу равновесия тела (см. (71) в работе [9]), которая для малых
деформаций принимает вид

∇ ∙ σ0 = 0;

σ0 =4 C ∙ ∙ε0;

ε0 =
1

2
(∇⊗ u0 +∇⊗ u0т); (9)

n ∙ σ0
∣
∣
∣
Σσ
= μ

0

S e; u0
∣
∣
∣ 0
Σ u
= μ

0
u e.

Задача теории устойчивости (см. (73) в работе [9]) для модели AV,
линеаризованная по формулам (1) и (4) по аналогии с выражения-
ми (8), для случая малых деформаций имеет вид

∇ ∙ (σ + σ0 ∙ ∇ ⊗w + (∇ ∙w)σ0) = 0;
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σ =4 C ∙ ∙ε(w); ε(w) =
1

2
(∇⊗w +∇⊗wт); (10)

n ∙ (σ + σ0 ∙ ∇ ⊗w + (∇ ∙w)σ0)
∣
∣
∣
Σσ
= 0, w

∣
∣
∣
Σu
= 0.

Для модели AI уравнение теории устойчивости (76), приведенное
в работе [9], линеаризованное по формулам (1) и (4), для случая малых
деформаций принимает следующий вид:

∇ ∙ (σ − 2ε(w) ∙ σ0 − σ0 ∙ ∇ ⊗wт + σ0(∇ ∙w)) = 0;

σ =4 C ∙ ∙ε(w); ε(w) =
1

2
(∇⊗w +∇⊗wт); (11)

n ∙ (σ − 2ε(w) ∙ σ0 − σ0 ∙ ∇ ⊗wт + σ0(∇ ∙w))
∣
∣
∣
Σσ
= 0, w

∣
∣
∣
Σu
= 0.

Таким образом, линеаризованные постановки задач теории упруго-
сти в случае малых деформаций, полученные для разных нелинейно-
упругих сред (модель AI или AV), оказываются различными. Покажем,
что на самом деле это различие весьма мало, и им, как правило, можно
пренебречь. Для этой цели представим градиент вектора ∇⊗w в виде
разложения на симметричную и кососимметричную части [13]:

∇⊗w = ε(w) +Ω(w) = ε(w)− ε ∙ ω; (12)

Ω(w) =
1

2
(∇⊗w −∇⊗wт) = −ε ∙ ω; ω =

1

2
ε ∙ ∙Ω(w),

где ε — тензор Леви-Чивиты третьего ранга; ω — сопутствующий век-
тор.

Подставим выражение (12) в уравнение равновесия системы (10).
Предположим, что максимальные значения компонент тензоров σ и σ0

имеют один порядок, тогда в силу допущения (2) о малости компонент
тензора деформаций ε(w) слагаемыми σ0∙ε(w) и I1(ε)σ0 в уравнениях
равновесия и в граничных условиях системы (2) можно пренебречь
по сравнению с тензором напряжений σ. Здесь учтено, что ∇ ∙ w =
= E ∙ ∙∇ ⊗w = E ∙ ∙(ε−Ω) = I1(ε).

В то же время, поскольку в (2) никаких допущений о малости зна-
чений компонент тензора Ω(w) не сделано, пренебрегать слагаемым
σ0 ∙Ω(w) по сравнению с тензором σ нет оснований. Тогда уравнение
равновесия системы (2) преобразуем к виду

∇ ∙ (σ + σ0 ∙ ∇ ⊗w + (∇ ∙w)σ0) =
= ∇ ∙ (σ + σ0 ∙ ε(w) + σ0 ∙Ω(w) + I1(ε)σ0) =
= ∇ ∙ (σ − σ0 ∙ ε ∙ ω) = ∇ ∙ σ − (∇ ∙ σ0) ∙ ε ∙ ω − σ0 ∙ ∙(∇⊗ ω ∙ ε).

(13)
Поскольку ∇∙σ0 = 0 (уравнение равновесия в системе (9) в основ-

ном состоянии), задачу теории устойчивости (10) с учетом (13) можно
записать так:

∇ ∙ σ − σ0 ∙ ∙(B ∙ ε) = 0; (14)
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σ =4 C ∙ ∙ε(w); ε(w) =
1

2
(∇⊗w +∇⊗wт);

B = ∇⊗ ω; ω =
1

2
ε ∙ ∙Ω(w); (14)

Ω(w) =
1

2
(∇⊗w −∇⊗wт);

n ∙ (σ − σ0 ∙ ε ∙ ω)
∣
∣
Σσ
= 0, w

∣
∣
Σu
= 0.

Отметим, что уравнение теории устойчивости в системе (14) мож-
но записать в эквивалентных формах:

∇ ∙ (σ − σ0 ∙ ε ∙ ω) = 0;

∇ ∙ (σ + σ0 ∙Ω(w)) = 0.

Рассмотрим уравнение равновесия в задаче (11), подставляя в них
выражения (12) и отбрасывая слагаемые ε(w) ∙ σ0 и σ0 ∙ ε(w), малые
по сравнению со слагаемыми σ0 ∙Ω:

∇ ∙ (σ − 2ε(w) ∙ σ0 − σ0 ∙ (ε(w)−Ω(w)) + σ0I1(ε)) ≈
≈ ∇ ∙ (σ + σ0 ∙Ω(w)) = ∇ ∙ σ − σ0 ∙ ∙(∇⊗ ω ∙ ε).

В результате получено уравнение равновесия, в точности совпада-
ющее с уравнением (13). Аналогично можно показать, что мало от-
личаются и граничные условия в задачах (10) и (11). Таким образом,
постановки задач теории устойчивости, полученные для различных
моделей нелинейно-упругих сред AI иAV, в случае малых деформаций
фактически совпадают с точностью до малых слагаемых, которыми,
как правило, можно пренебречь.

Последовательность решения задачи устойчивости следующая:
вначале решается задача (10) для основного состояния при μ = 1,
а затем вычисляется поле тензора напряжений σ0(1). В силу ли-
нейности задачи (10) любому другому значению параметра μ соот-
ветствует поле тензора напряжений σ0(μ), пропорциональное полю
σ0(1): σ0(μ) = μσ0(1). Подставляя это поле σ0(μ) в систему (14),
получаем задачу теории устойчивости, т.е. задачу на собственные зна-
чения, решением которой является система собственных значений μ
и собственных функций w.

Вариационная формулировка задачи теории устойчивости.
Для задачи (14) теории устойчивости можно записать вариационную
формулировку, которая играет важную роль при численном решении
задачи, например методами конечных и граничных элементов. Введем
понятие “вариация векторного поля” δw(x) — поля, удовлетворяюще-
го кинематическому граничному условию δw |Σu = 0. Учитывая, что
поле ξw согласно формуле (4), приведенной в работе [9], представля-
ет собой вариацию радиус-вектора δx = ξw материальных точек при
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переходе из устойчивой конфигурации K в неустойчивую K̂, вектор
δ(ξw) = ξδw можно рассматривать как “вариацию вариации”.

Умножим уравнение теории устойчивости в форме (14) скалярно
на вектор δw и выполним очевидное преобразование вида

δw ∙ ∇ ∙ (σ + σ0 ∙Ω(w)) =
= ∇ ∙ ((σ + σ0 ∙Ω(w)) ∙ δw)− (σ + σ0 ∙Ω(w)) ∙ ∙δ∇⊗wт = 0.

(15)
Интегрируя уравнение (15) по всей области V и применяя формулу
Гаусса – Остроградского, получим
∫

V

(σ+σ0 ∙Ω(w))∙∙δ∇⊗wтdV −
∫

Σ

n∙(σ+σ0 ∙Ω(w))∙δw dΣ = 0. (16)

Используя граничные условия из задачи (14), находим, что поверх-
ностный интеграл в выражении (16) обращается в нуль, так как
Σ = Σσ ∪ Σu, на части Σσ вектор n ∙ (σ + σ0 ∙Ω) обращается в нуль,
а на части Σu δw = 0. В результате запишем итоговое вариационное
уравнение задачи теории устойчивости

∫

V

(4C ∙ ∙ε(w) + σ0 ∙Ω(w)) ∙ ∙δ∇⊗wтdV = 0. (17)

Вариационная формулировка задачи теории устойчивости за-
ключается в нахождении собственных функций w и собственных
значений μ (как и ранее, σ0(μ) = μσ0(1)), удовлетворяющих вариа-
ционному уравнению (17).

Уравнения трехмерной теории устойчивости в произвольном
базисе. Компонентное представление задачи теории устойчивости (17)
в произвольном локальном базисе ri имеет вид

∇iσ
ij − (1/

√
g)εjmkBimσ

0i
k = 0;

σij = Cijklεkl; εkl =
1

2
(∇kwl +∇lwk); (18)

Bmi = ∇iω
m; ωm =

1

2
√
g
εmnkΩkn; Ωkn =

1

2
(∇kwn −∇nwk);

ni

(

σij −
1
√
g
εjmkωmσ

0i
k

)∣
∣
∣
Σσ
= 0, wi

∣
∣
∣
Σu
= 0.

Уравнения трехмерной теории устойчивости в ортогональном
базисе. Если локальный базис ri = r̂i ортогонален, соответствует ор-
тогональным координатам X i, то уравнения трехмерной теории устой-
чивости (14) в этом базисе имеют вид

(HβHγσαα)α+(HαHγσαβ)β+(HαHβσαγ)γ + σαβHγHαβ + σαγHβHαγ−

−σββHγHβα − σγγHβHγα −H1H2H3αmkBimσ0ik = 0, α 6= β 6= γ 6= α.
(19)
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Здесь Hγ =
√
gγγ — параметры Ламе (gγγ = r̂γ ∙ r̂γ); σij — физические

компоненты тензора σ в физическом базисе r̂j координат X i [13];
Bim — физические компоненты тензора B; σ0ik — компоненты тензора
σ0 в том же базисе,

B = ∇⊗ ω = Bimr̂
i ⊗ r̂m; σ = σij r̂

i ⊗ r̂j; σ0 = σ0ij r̂
i ⊗ r̂j;

ω = ωir̂
i; w = wir̂

i; Ω = Ωij r̂
i ⊗ r̂j.

По латинским индексам i, j, k, . . . идет суммирование от 1 до 3, а
по греческим индексам α, β, γ, . . . суммирования нет, индексы α, β, γ
образуют четную подстановку. В силу ортонормированности базиса r̂i,
верхние и нижние компоненты всех тензоров и векторов в этом базисе
совпадают (Bim, Bim, Bim, Bmi и т.п.), их различие сохраняется только
для соблюдения формального правила суммирования по верхним и
нижним индексам, например, Bimσ0ki .

Физические компоненты Bim тензора B связаны с физическими
компонентами ωi вектора ω и находятся по формулам [13]:

Bαβ = ωαβ + ω̆αδαβ; ωαβ =
ωβ,α

Hα
−
ωαHαβ

HαHβ
;

ω̆α =
1

Hα

3∑

γ=1

ωγHαγ

Hγ
, α, β = 1, 2, 3. (20)

Физические компоненты Ωim тензора Ω согласно тем же формулам
[13] имеют вид

−ωγ = Ωαβ =
1

2

(
wβ,α

Hα
−
wαHαβ

HαHβ
−
wα,β

Hβ
+
wβHβα

HαHβ

)

=

=
1

2HαHβ
((wβHβ),α − (wαHα),β), α, β = 1, 2, 3, α 6= β 6= γ 6= α,

(21)
где α, β, γ образуют четную подстановку. В (21) учтено, что физиче-
ские компоненты ωi сопутствующего вектора ω связаны с физически-
ми компонентами Ωij кососимметричного тензора Ω формулами

ωi = −
1

2
εijkΩ

jk, i, j = 1, 2, 3. (22)

Выражение для компонент вектора фиктивных массовых сил
0
ρ f = −σ0 ∙ ∙(B ∙ ε) в ортогональных координатах X i имеет вид

0
ρ fα = −εαmkB

imσ0ki = −
3∑

s=1

(Bsβσ
0
sγ − Bsγσ

0
sβ), α = 1, 2, 3. (23)

Для физических компонент εαβ тензора деформаций ε(w) имеют
место формулы [13]:
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εαα =
wα,α

Hα
+

Hαβ

HαHβ
wβ +

Hαγwγ

HαHγ
;

εαβ =
1

2

(
Hα

Hβ

(
wα

Hα

)

β

+
Hβ

Hα

(
wβ

Hβ

)

β

)

.

(24)

Соотношения упругости в системе (18) в ортогональных координатах
формально не меняют вид.

Система уравнений (19)–(24) может быть использована при выво-
де уравнений теории устойчивости оболочечных конструкций. Этому
вопросу посвящена часть 3 настоящей работы.

Выводы. Из общих уравнений обобщенной трехмерной теории
устойчивости нелинейно-упругих тел с конечными деформациями бы-
ли получены уравнения трехмерной теории устойчивости для ма-
лых деформаций. Если принять дополнительное допущение о малости
тензора деформаций по сравнению с тензором поворотов, то для раз-
личных моделей нелинейно-упругих сред соотношения теории устой-
чивости при малых деформациях будут одинаковыми. Определена ва-
риационная постановка трехмерной задачи теории устойчивости. При-
ведены соотношения трехмерной теории устойчивости в компонентах,
в том числе в ортогональном базисе.
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