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Современные конструкционные и функциональные материалы, представляю-
щие собой совокупность микро- и наноструктурных элементов, называют
структурно-чувствительными материалами. Общая методология построения
математических моделей, позволяющих описать поведение этих материалов
в широком диапазоне изменения внешних воздействий, еще далека от завер-
шения. В настоящей работе рассмотрена математическая модель теплопро-
водности структурно-чувствительных материалов, учитывающая временны́е
эффекты при аккумуляции и распространении теплоты и деформировании. Для
вывода уравнения теплопроводности использованы соотношения рациональной
термодинамики необратимых процессов с внутренними параметрами состо-
яния. Предложенное уравнение теплопроводности при принятых допущениях
относительно структуры материала открывает широкие возможности де-
тального анализа процессов термического деформирования материалов в ряде
практически важных случаев.
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Modern structural and functional materials presenting an aggregate of micro-
and nanostructured elements are named structure-sensitive materials. A general
methodology for construction of mathematical models allowing the behavior of these
materials to be described in a wide range of change in environmental exposure
effects is still far from being complete. A mathematical model of heat conduction of
structure-sensitive materials is considered which takes into account temporal effects
during the heat accumulation and emission and while deforming. For deducing the
heat equation, relationships of rational thermodynamics of irreversible processes
with internal state parameters are used. The proposed equation of heat conduction
with the assumptions relative to material structure opens broad possibilities of the
detailed analysis of thermal deforming of materials in some practically important
cases.
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Важным этапом в создании и использовании современных кон-
струкционных и функциональных материалов, представляющих со-
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бой совокупность микро- и наноструктурных элементов и называе-
мых структурно-чувствительными, является построение математиче-
ских моделей теплопроводности и деформирования этих материалов.
В работе [1] на основе соотношений рациональной термодинамики
необратимых процессов для среды с внутренними параметрами со-
стояния получены соотношения для массовой плотности энтропии

h =
1

ρ

∫

V

Cjiklϕ(|xxx
′ − xxx|)

∂e
(T )
kl (xxx)

∂T
eij(xxx

′)dV (xxx′)− B0(κ), (1)

где ρ — плотность среды; Cjikl — компоненты тензора коэффициен-
тов упругости; Cjikl = Cklji, i, j, k, l = 1, 2, 3; ϕ(|xxx′ − xxx|) — функция
влияния, определяющая эффект пространственной “памяти”, причем

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)dV (xxx′) = 1,

а также ϕ(|xxx′ − xxx|) 6= 0 только при (|xxx′ − xxx|) ∈ V (xxx′); eij , e
(T )
kl —

компоненты тензоров микродеформации и температурной микроде-

формации, eij = εij + eijk(ωk − ϕk), εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

, ui — про-

екции вектора перемещения на оси Oxi прямоугольной системы ко-
ординат; xi — декартовы координаты; eijk — символы Леви-Чивиты;

ωk = ekmn

(
∂un

∂xm
−
∂um

∂xn

)

; ϕk — проекции векторов линейного пово-

рота и микроповорота; m,n = 1, 2, 3; B0(κ) — часть массовой плотно-
сти энтропии h, зависящая только от изменения термодинамической
температуры κ.

Положим, что в материале определяющим является только один,
фононный, механизм теплопроводности. Тогда кинетические уравне-
ния, описывающие изменение κκκ — вектора, характеризующего процесс
распространения теплоты, и κ — термодинамической температуры,
ассоциированной с локально неравновесным процессом аккумуляции
теплоты, можно представить в виде

t∗qκ̇i + Aijκj = κ̄i, t∗T κ̇+ A44κ = κ̄, (2)

где ( ˙ ) =
∂( )

∂t
, t — время; κi — проекции вектора κκκ по оси Oxi

прямоугольной системы координат; t∗q , t
∗
T — времена релаксации κi и

κ соответственно; κ̄i, κ̄ — равновесные значения этих же параметров.
Для получения уравнения закона сохранения энергии в виде урав-

нения теплопроводности необходимо конкретизировать выражения
для равновесных значений κ̄i и κ̄ параметров состояния и проекций
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вектора плотности теплового потока qi, приняв их, например, в виде

κ̄i=−
∫

V

Z
(1)
ij ϕ(|xxx

′−xxx|)
∂T (xxx′, t)

∂x′j
dV (xxx′)−

∫

V

Z
(2)
ij ϕ(|xxx

′−xxx|)
∂κ(xxx′, t)

∂x′j
dV (xxx′),

(3)

κ̄ =

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)T (xxx′, t)dV (xxx′), qi =
∫

V

ϕijϕ(|xxx
′ − xxx|)κj(xxx

′, t)dV (xxx′),

где T — абсолютная температура.
Равенства (3) не противоречат основным принципам рациональной

термодинамики необратимых процессов [2].
Решив систему уравнений (2) относительно κi и κ с начальными

условиями (κi = 0 и κ = T0 при t = 0), получим функциональные

зависимости для κi = κi

(
∂T

∂xj
,
∂κ

∂xj

)

и κ = κ(T ).

В дальнейшем, в целях упрощения окончательного выражения
уравнения теплопроводности, положим в первом уравнении (2) Aij = δij
(δij — символ Кронекера), A44 = const.

Тогда

κi(xxx, t) = −
∫

V

Z
(1)
ij ϕ(|xxx

′ − xxx|)

(
∂T (xxx′, t)

∂x′j
−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂

∂t′

(
∂T (xxx′, t′)

∂x′j

)

dt′
)

dV (xxx′)−

−
∫

V

Z
(2)
ij ϕ(|xxx

′ − xxx|)

(
∂κ(xxx′, t)

∂x′j
−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂

∂t′

(
∂κ(xxx′, t′)

∂x′j

)

dt′
)

dV (xxx′), (4)

κ(xxx, t) =
1

A44

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|) (T (xxx′, t)−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗T/A44

)
∂T (xxx′, t′)

∂t′
dt′
)

dV (xxx′)−

−

(
1− A44
A44

)

T0exp

(

−
t

t∗T/A44

)

, κ(xxx, 0) = T0 = const,
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а закон сохранения энергии

ρT ḣ = −
∂qk

∂xk
+ qV + δD,

где qV — объемная плотность мощности источников (стоков) теплоты,
δD — диссипативная функция, с учетом (1) и последнего равенства из
(3) принимает вид

ρcε
∂κ

∂t
=

=−T
∫

V

dV (xxx′)

∫

V

Cjiklϕ(|xxx
′−xxx|)ϕ(|xxx′′−xxx′|)

∂ε
(T )
kl (xxx

′)

∂T

∂eij(xxx
′′, t)

∂t
dV (xxx′′)+

+
∂

∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)dV (xxx′)
∫

V

λ
(T )
ij ϕ(|xxx

′′ − xxx′|)

(
∂T (xxx′′, t)

∂x′′j
−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂

∂t′

(
∂T (xxx′′, t′)

∂x′′j

)

dt′
)

dV (xxx′′)+

+
∂

∂xi

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)dV (xxx′)
∫

V

λ
(κ)
ij ϕ(|xxx

′′ − xxx′|)

(
∂κ(xxx′′, t)

∂x′′j
−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂

∂t′

(
∂κ(xxx′′, t′)

∂x′′j

)

dt′



 dV (xxx′′) + δD + qV . (5)

В (5) cε = −T
dB0

dκ
— удельная массовая теплоемкость при постоян-

ной деформации, характеризующая аккумуляцию теплоты при изме-
нении абсолютной и термодинамической температур; λ(T )ij = ϕikZ

(1)
kj ,

λ
(κ)
ij = ϕikZ

(2)
kj — компоненты тензоров теплопроводности, обусловлен-

ные абсолютной и термодинамической температурами.
Краевые условия для получения однозначного решения системы

уравнений (5) и второго из (4) имеют следующий вид:

t = 0 T (xxx, 0) = κ(xxx, 0) = T0,

Ṫ (xxx, 0) = 0, κ̇(xxx, 0) = −(1− A44)T0/t∗T ,

на граничной поверхности S

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)dV (xxx′)
∫

V

(

λ
(T )
ij ϕ(|xxx

′′ − xxx′|)

(
∂T (xxx′′, t)

∂x′′j
−
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−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂

∂t′

(
∂T (xxx′′, t′)

∂x′′j

)

dt′

)

+λ
(κ)
ij ϕ(|xxx

′′−xxx′|)

(
∂κ(xxx′′, t)

∂x′′j
−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂

∂t′

(
∂κ(xxx′′, t)

∂x′′j

)

dt′
))

dV (xxx′′)ni(xxx, t) =

= α(xxx, t)
(
Tc(xxx, t)− T (xxx, t)

)
, (6)

∂κ

∂xj
=
1

A44

∂

∂xj

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|) (T (xxx′, t)−

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗T/A44

)
∂T (xxx′, t′)

∂t′
dt′
)

dV (xxx′),

где ni — направляющие косинусы внешней нормали к поверхности S,
ограничивающей рассматриваемую область V ; α и Tc — коэффициент
теплообмена и температура окружающей среды.

Совместное решение уравнения (5) и второго уравнения из (4) с
соответствующими краевыми условиями дает возможность при из-
вестных свойствах материала определить как абсолютную, так и тер-
модинамическую температуры.

При cε = const, T ≈ T0 и B0(T0) = 0 имеем B0(κ) = cε(κ− T0)/T0.
Диссипативная функция

δD = −ρ

(
∂2A

∂κ
(1)
ij ∂κ

(1)
kl

κ
(1)
kl κ̇

(1)
ij +

∂2A

∂κ
(2)
ij ∂κ

(2)
kl

κ
(2)
kl κ̇

(2)
ij +

∂2A

∂eij∂κ
(1)
kl

eijκ̇
(1)
kl +

+
∂2A

∂ζij∂κ
(2)
kl

ζijκ̇
(2)
kl −Hjikleij

∂e
(κ)
kl

∂κ
κ̇

)

линейна по малым аргументам κ
(1)
kl , κ(2)kl , eij , ζij и (T −T0)/T0, поэтому

диссипацией энергии, как правило, пренебрегают и полагают δD = 0.
Если заменить в (4) функцию ϕ(|xxx′−xxx|) на δ-функцию Дирака с со-

ответствующим аргументом, то получим уравнение теплопроводности
вида

ρcε

t∗T

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗T/A44

)
∂T (xxx, t′)

∂t′
dt′ = −TCijkl

∂ε
(T )
kl

∂T

∂eij

∂t
+

+
∂

∂xi



λ(T )ij



∂T (xxx, t)
∂xj

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂2T (xxx, t′)

∂t′∂xj
dt′







+
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+
1

A44

∂

∂xi



λ(κ)ij



∂T (xxx, t)
∂xj

−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗T/A44

)
∂2T (xxx, t′)

∂t′∂xj
dt′







+

+
1

t∗T

∂

∂xi



λ(κ)ij

t∫

0

exp

(

−
t−t′

t∗q

) t′∫

0

exp

(

−
t−t′

t∗T/A44

)
∂2T (xxx, t′′)

∂t′′∂xj
dt′′dt′′



+

+ δD + qV .

Поскольку max|xxx′ − xxx| � L, max|xxx′′ − xxx′| � L, где L — харак-
терный размер тела, то T (xxx′, t), κ(xxx′, t), ∂T (xxx′, t)/∂x′j , ∂κ(xxx

′, t)/∂x′j ,

∂T (xxx′′, t)/∂x′′j , ∂κ(xxx
′′, t)/∂x′′j и ∂e

(T )
kl (xxx

′, t)/∂T , ∂eij(xxx′′, t)/∂t можно
разложить в ряд Тейлора в окрестности точки xxx и xxx′ соответственно:

κ(xxx, t) =
1

A44

(

T (xxx, t) + |x′i − xi|
∂T (xxx, t)

∂xi
+

+
1

2!
|x′i − xi||x

′
j − xj|

∂2T (xxx, t)

∂xi∂xj
+ ...

)

,

∂T (xxx′′, t)

∂x′′j
=
∂T (xxx′, t)

∂x′j
+ |x′′i − x

′
i|
∂2T (xxx′, t)

∂x′i∂x
′
j

+

+
1

2!
|x′′k − x

′
k||x

′′
i − x

′
i|
∂3T (xxx′, t)

∂x′k∂x
′
i∂xj

+ ...,

∂κ(xxx′′, t)

∂x′′j
=
∂κ(xxx′, t)

∂x′j
+ |x′′i − x

′
i|
∂2κ(xxx′, t)

∂x′i∂x
′
j

+

+
1

2!
|x′′k − x

′
k||x

′′
i − x

′
i|
∂3κ(xxx′, t)

∂x′k∂x
′
i∂xj

+ ...,

∂T (xxx′, t)

∂x′j
=
∂T (xxx, t)

∂xj
+ |x′m − xm|

∂2T (xxx, t)

∂xm∂xj
+

+
1

2!
|x′n − xn||x

′
m − xm|

∂3T (xxx, t)

∂xn∂xm∂xj
+ ...,

∂κ(xxx′, t)

∂x′j
=
∂κ(xxx, t)

∂xj
+|x′m − xm|

∂2κ(xxx, t)

∂xm∂xj
+

+
1

2!
|x′n − xn||x

′
m − xm|

∂3κ(xxx, t)

∂xn∂xm∂xj
+ ...,

∂2T (xxx′, t)

∂x′i∂x
′
j

=
∂2T (xxx, t)

∂xi∂xj
+ |x′m − xm|

∂3T (xxx, t)

∂xm∂xi∂xj
+
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+
1

2!
|x′n − xn||x

′
m − xm|

∂4T (xxx, t)

∂xn∂xm∂xi∂xj
+ ...,

∂2κ(xxx′, t)

∂x′i∂x
′
j

=
∂2κ(xxx, t)

∂xi∂xj
+ |x′m − xm|

∂3κ(xxx, t)

∂xm∂xi∂xj
+

+
1

2!
|x′n − xn||x

′
m − xm|

∂4κ(xxx, t)

∂xn∂xm∂xi∂xj
+ ...,

∂e
(T )
kl (xxx

′, t)

∂T
=
∂e
(T )
kl (xxx, t)

∂T
+ |x′i − xi|

∂2e
(T )
kl (xxx, t)

∂xi∂T
+

+
1

2!
|x′j − xj||x

′
i − xi|

∂3e
(T )
kl (xxx, t)

∂xj∂xi∂T
+ ...,

∂eij(xxx
′′, t)

∂t
=
∂eij(xxx, t)

∂t
+ |x′′m − x

′
m|
∂2eij(xxx, t)

∂xm∂t
+

+
1

2!
|x′′n − x

′
n||x

′′
m − x

′
m|
∂3eij(xxx, t)

∂xn∂xm∂t
+ ...

и т.д. Подставив (6) во второе уравнение из (4) и (5) и проведя ин-
тегрирование по объему, получим систему уравнений, описывающих
процесс теплопроводности в твердом теле с микро- и нанострукту-
рой, уже не содержащих интегралы по объему от искомых функций.
В нулевом приближении эти уравнения можно свести к одному:

ρcε

t∗T

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗T/A44

)
∂T (xxx, t)

∂t′
dt′ =

=
∂

∂xi



λ(T )ij



 ∂T

∂xj
−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂

∂t′
∂T (xxx, t′)

∂xj
dt′



 +

+
1

A44
λ
(κ)
ij



 ∂T

∂xj
−

t∫

0

exp

(

−
t− t′

t∗q

)
∂

∂t′
∂T (xxx, t′)

∂xj
dt′







+

+δD + qV − (A44 − 1)
T0

t∗T
exp

(

−
t

t∗T/A44

)

− TCjikl
∂e
(T )
kl

∂T

∂eij

∂t
. (7)

При |t∗T κ̇| � min
(
|A44κ|, |κ̄|

)
и λ

(κ)
ij = 0 из (3) следует известное

гиперболическое уравнение теплопроводности с учетом термоупругой
связанности [3].

Если положить t∗T = 0 и t∗q = 0, то, пренебрегая двумя последними
слагаемыми в правой части уравнения (5), с учетом второго уравнения
из (4) в нулевом приближении получим классическое параболическое
уравнение теплопроводности
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ρcε

A44

∂T

∂t
=

∂

∂xi

((
λ
(T )
ij + λ

(κ)
ij

) ∂T
∂xj

)

, (8)

в котором коэффициент A44 учитывает увеличение удельной массо-
вой теплоемкости вследствие наличия свободных поверхностей в объ-
еме микро- и наноструктурного материала и относительной величины
суммарной свободной поверхности в единице массы этого материала

(A44 =
SΣ − S ′

SΣ
, где SΣ — суммарная площадь поверхности частиц

в единице массы; S′ — суммарная площадь свободной поверхности
частиц в единице массы, 0 < A44 6 1). Учесть влияние рассеяния
фононов на свободных поверхностях микро- и наночастиц на процесс
теплопроводности в материале позволяет тензор с компонентами λ(κ)ij .

Очевидно, что λ(κ)ij → 0 и λ(T )ij →
◦
λ
(T )

ij при A44 → 1, где
◦
λ
(T )

ij — компо-
ненты тензора теплопроводности поликристаллического материала, в
объеме которого отсутствуют свободные поверхности.

Следует отметить, что аналогичный подход к получению уравне-
ния теплопроводности для нелокальной среды изложен в [4], там же
приведены и некоторые численные результаты решения соответству-
ющей краевой задачи. Отличие полученных выше результатов от [5]
состоит в более полном учете эффектов термомеханической связанно-
сти и диссипации энергии при деформировании.

Несколько иной подход к построению модели нелокальной термо-
упругой среды без использования внутренних параметров состояния
рассмотрен в [5]. В этой работе

h =

∫

V

(
cεϕ(|xxx

′−xxx|)
T (xxx′, t)− T0

T0
+
1

ρ
Cijklα

(T )
kl ϕ(|xxx

′−xxx|)eij(xxx
′, t)
)
dV (xxx′),

σji =

∫

V

(
Cjiklϕ(|xxx

′ − xxx|)(ekl(xxx
′)− e(T )kl (xxx

′)
)
dV (xxx′),

qi = −
∫

V

λ
(T )
ij ϕ(|xxx

′ − xxx|)
∂T (xxx′, t)

∂xj
dV (xxx′),

где α(T )kl = ∂e
(T )
kl /∂T — компоненты тензора коэффициентов темпера-

турной деформации; ϕ(|xxx′ − xxx|) — функции, аналогичные введенным
в (1).

Закон сохранения энергии при δD = 0 приводит к уравнению теп-
лопроводности
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ρcε

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂T (xxx′, t)

∂t
dV (xxx′)+

+ T0Cijklα
(T )
kl

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂eij(xxx

′, t)

∂t
dV (xxx′) =

=
∂

∂xi



λ(T )ij

∫

V

ϕ(|xxx′ − xxx|)
∂T (xxx′, t)

∂xj
dV (xxx′)



+ qV .

Очевидно, что это уравнение можно получить с использованием
приведенных выше соотношений, заметно их упростив.

Полученные в данной работе варианты уравнения теплопроводно-
сти при различных допущениях относительно структуры материала
дают широкие возможности для их использования в конкретных слу-
чаях.

Работа выполнена по гранту НШ-255.2012.8 Программы Прези-
дента РФ поддержки ведущих научных школ.
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