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Введена операторная переменная, названная универсальной, которая дает воз-
можность перехода от исходного дифференциального уравнения в частных
производных к обыкновенному дифференциальному уравнению, а затем к анали-
зу двух мод движения в задачах теории ползучести. Указанный прямой и обрат-
ный переходы позволяют качественно определить характеристики устойчиво-
сти.
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The operator variable named a universal variable is introduced, which makes it
possible to transfer from the initial partial differential equation to the ordinary
differential equation and further to the analysis of two modes of motion in problems
of creep theory. These direct and inverse transfers allow the stability characteristics
to be determined qualitatively.
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В процессе ползучести шарнирно закрепленной балки, нагружен-
ной продольной силой P , определено числовое критическое время с
помощью разделения переменных [1]

u = A(t)f(x), (1)

где u — прогиб, A и f — функции своих аргументов.
Внешний потенциал, учитывающий особенности нагружения,

определяется с помощью диссипативной функции

W = Pλ̇,

где λ̇ = ∂λ/∂t — скорость перемещения точки приложения силы.
В соответствии с формулой для балки длиной l

λ =
1

2

l∫

0

(
∂u

∂x

)2
dx
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имеет место равенство

W = P

l∫

0

∂u

∂x

∂2u

∂x∂t
dx.

Удельная мощность в процессе ползучести определяется производ-
ной

w =
∂W

∂x
= P

∂u

∂x

∂2u

∂x∂t
. (2)

Внутренний потенциал, соответствующий уравнению состояния
нелинейно-вязкого материала, может быть получен на основе схемы
чистого изгиба w = Mχ̇, где M — изгибающий момент, χ̇ — скорость
изменения кривизны изогнутой оси, связанная с M соотношением

χ̇ =
k

Jnn
Mn.

Здесь k и n — постоянные, зависящие от температуры, Jn — обобщен-
ный момент инерции поперечного сечения.

Уравнение равновесия M = Pu приводит к диссипативной функ-
ции по методу сил

w =
kP n+1

Jnn
un+1.

Используя закон сохранения мощности формула (2) и последнее
соотношение, приходим к основному уравнению

P
∂u

∂x

∂2u

∂x∂t
=
kP n+1

Jnn
un+1.

Введем вместо разделения переменных по формуле (1) универ-
сальную переменную по формуле [2] z = x−ct. В результате получим
обыкновенное дифференциальное уравнение

du

dz

d2u

dz2
= −

kP n

cJnn
un+1

или
d

dz

[(
du

dz

)2]

= −
2kP n

cJnn
un+1. (3)

Решение этого уравнения вызывает затруднения из-за неопределен-
ности граничных условий, наложенных на искомую функцию прогиба.
Поэтому представляет интерес исследование интегральной кривой в
зависимости от каждой переменной (x или t) в отдельности. Вслед-
ствие равенства du/dz = ∂u/∂x имеем на основе уравнения (3) моду

∂

∂x

[(
∂u

∂z

)2]

= −
2kP n

cJnn
un+1 (4)
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с наложенными на прогиб условиями по концам балки: при x = 0
u = 0 и ∂2u/∂x2 = 0 и при x = l u = 0 и ∂2u/∂x2 = 0.

Приближенно это уравнение удовлетворяется, например, кривой
u = a sin(πx/l), где a — постоянная, определяемая с помощью урав-
нения (4) одним из вариантов метода взвешенных остатков [3].

Отметим, что в частном случае n = 1 уравнение (4) приводится
к задаче на собственные значения, когда решение определяет коорди-
натную функцию с точностью до постоянной.

Поскольку du/dz = − (∂u/∂t) /c, то обратимся в аналогичной по-
становке к задаче с начальным условием: определить вид зависимости
прогиба от времени, если при t = 0 y = y(0). На основе уравнения

∂

∂t

[(
∂u

∂t

)2]

=
2kP nc2

Jnn
un+1 (5)

при P = const будем отыскивать решение в виде

u = u(0)(1− at)−m, (6)

где a и m — постоянные.
Подставим это уравнение в (5). Тогда получим m = 3/(n − 1).

Значение m в (6) можно квалифицировать как показатель Ляпуно-
ва в задаче устойчивости [4]. Якобиан преобразования координат
∂0u = ∂u/ [∂u(0)] = (1− at)−3/(n−1) отличается от своего значения в
способе определения критического времени с разделением перемен-
ных [3], в котором этот показатель определяет разбегание траекторий
по уравнению

∂0A =

[

1−
2 (n− 1) kl2IAn−10 P nt

π3Jnn

]− n
n−1

,

где I = I(n).
Таким образом, операторный метод решения дает возможность в

общем виде выяснить свойства решения задачи в частных производ-
ных. Ограничением указанной схемы является отсутствие числового
значения критического времени.
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