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УДК 519.62

А. Н. М о р о з о в

МЕТОД ОПИСАНИЯ НЕМАРКОВСКИХ
ПРОЦЕССОВ, ЗАДАВАЕМЫХ ЛИНЕЙНЫМ
ИНТЕГРАЛЬНЫМ ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ

Предложен метод нахождения L-мерной характеристической
функции случайного процесса, получаемого путем линейного инте-
грального преобразования из процесса с независимыми приращени-
ями. Показано, что разработанный метод применим для описания
немарковских процессов, в частности фликкер-шума.

Постановка задачи. Теория стохастических дифференциальных
систем позволяет определять необходимые статистические характе-
ристики случайного процесса Z(t) в том случае, когда этот процесс
удовлетворяет дифференциальному уравнению

dZ = a(Z, t)dt+ b(Z, t)dW (t), (1)

где W (t) — процесс с независимыми приращениями. Процесс Z(t)
в этом случае является марковским процессом, статистические ха-
рактеристики которого можно определить путем решения дифферен-
циального уравнения для L-мерной характеристической функции
gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) [1].

Однако существуют процессы, которые невозможно описать с по-
мощью дифференциального уравнения (1). В частности, если случай-
ный процесс Z(t) описывается с помощью линейного интегрального
преобразования

Z(t) =

tZ
0

G(t, τ )dW (τ ), (2)
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где G(t, τ )— непрерывная функция переменной τ , то этот процесс мо-
жет не являться марковским процессом. Здесь полагаем, что интеграл
(2) представляет собой интеграл Ито [1–3]. Частный случай использо-
вания преобразования (2) для описания дробового эффекта исследован
в работе [1].

Из выражения (2) следует, что начальное условие для процесса Z(t)
имеет вид

Z(t)
¯̄̄
t=0

= 0, (3)

а, следовательно, его одномерная характеристическая функция g1(λ; t)
имеет начальное условие [1]

g1(λ; t)
¯̄̄
t=0

= 1. (4)

Если интегральное преобразование (2) имеет ядро G(t, τ ), допуска-
ющее сведение уравнения (2) к конечномерной системе уравнений ти-
па (1), то задача нахождения статистических характеристик процесса
Z(t) может быть решена стандартными методами теории стохастиче-
ских дифференциальных систем [1–4]. Однако в общем случае такое
преобразование невозможно, поэтому необходима разработка методи-
ки нахождения статистических характеристик процесса Z(t), описыва-
емого уравнением (2).

Целью настоящей работы является построение метода нахождения
L-мерной характеристической функции gL(λ1, . . . ,λL; t1, . . . , tL) про-
цесса Z(t), описываемого линейным интегральным преобразовани-
ем (2).

Случай сведения к дифференциальному уравнению. Если ядро
интегрального преобразования (2) имеет вид

G(t, τ) = exp(−α(t− τ )), (5)

то уравнение (2) позволяет получить уравнение Ито

dZ = −αZdt+ dW (t) (6)

с начальным условием (3).
В случае, если одномерная характеристическая функция процесса

с независимыми приращениями W (t) имеет вид h1(λ; t), то уравнение
для L-мерной характеристической функции gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL)
процесса Z(t), описываемого уравнением (6), можно представить в
виде [1]

∂gL
∂t

= −αλ∂gL
∂λL

+ χ(λL; tL)gL, (7)
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где
χ(λL; tL) =

∂

∂tL
ln h1(λL; tL), L = 1, 2, . . . . (8)

Начальное условие для уравнения (7) имеет вид

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL−1, tL)

¯̄̄̄
¯
tL=tL−1

=

= gL−1(λ1, . . . ,λL−2, λL−1 + λL; t1, . . . , tL−1) . (9)

Решение уравнения (7) с учетом начального условия (4) позволяет
получить выражение для L-мерной характеристической функции:

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) =

= exp

 LX
l=1

tlZ
tl−1

χ

Ã
LX
k=l

λk exp(−α(tk − τ )); τ

!
dτ

. (10)
Если процессW (t) является винеровским процессом с интенсивно-

стью ν и описывается одномерной характеристической функцией

h1(λ; t) = exp

µ
−1
2
νλ2t

¶
, (11)

то в соответствии с формулами (8) и (10) имеем

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) =

= exp

Ã
− ν

2α

LX
l,k=1

(λlλk(exp(−α|tl − tk|)− exp(−α(tl + tk))))
!
. (12)

Для случая, когда процессW (t) представляет собой пуассоновский
процесс с интенсивностью потока скачков ν и характеристической
функцией скачков g(λ), с учетом его одномерной характеристической
функции

h1(λ; t) = exp((g(λ)− 1)νt) (13)

имеем

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) =

= exp

ν

LX
l=1

tlZ
tl−1

Ã
g

Ã
LX
k=l

λk exp(−α(tk − τ ))

!
− 1

!
dτ

. (14)
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Отметим, что процессы, описываемые L-мерными характеристиче-
скими функциями (12) и (14), являются марковскими случайными про-
цессами и удовлетворяют условию (9).

Построение одномерной характеристической функции. Будем
полагать, что преобразование (2) представляет собой интеграл Ито
[1–3]. Разобьем интервал (0, t) наN равных интервалов продолжитель-
ностью∆t = t/N .Моменты времени tn, соответствующие окончаниям
интервалов, удовлетворяют условию t0 = 0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = t.
Тогда интеграл Ито в уравнении (2) можно заменить средним квадра-
тическим пределом

Z(t) = lim
N→∞

N−1X
n=0

G(t, tn)∆W (tn), (15)

где∆W (tn) = W (tn+1)−W (tn)— независимые приращения процесса
W (tn).

Одномерная характеристическая функция g1(λ; t) процессаZ(t) вы-
ражается формулой

g1(λ; t) = hexp(iλZ(t))i, (16)

где операция h·i представляет собой нахождение математического ожи-
дания. Подставляя выражение (15) в формулу (16), получим

g1(λ; t) =

*
exp

Ã
iλ lim

N→∞

N−1X
n=0

G(t, tn)∆W (tn)

!+
=

=

*
lim
N→∞

N−1Y
n=0

exp(iλG(t, tn)∆W (tn))

+
.

(17)

Поскольку приращения ∆W (tn) являются независимыми, то по-
следнее выражение в формуле (17) приобретает вид

g1(λ; t) = lim
N→∞

N−1Y
n=0

hexp(iλG(t, tn)∆W (tn))i. (18)

Логарифмируя выражение (18), получим

ln g1(λ; t) = lim
N→∞

N−1X
n=0

ln h(λ; t; tn), (19)
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где
h(λ; t; tn) = hexp(iλG(t, tn)∆W (tn))i. (20)

Учитывая то, что для процесса с независимыми приращениями ха-
рактеристическую функцию приращений можно представить через его
одномерную характеристическую функцию, имеем

h(λ; t; tn) = hexp(iλG(t, tn)∆W (tn))i = hexp(iλG(t, tn)W (tn+1))i
hexp(iλG(t, tn)W (tn))i .

(21)
Тогда

ln h(λ; t; tn) =

= lnhexp(iλG(t, tn)W (tn+1))i− lnhexp(iλG(t, tn)W (tn))i. (22)
Подставив выражение (22) в формулу (19), получим

ln g1(λ; t) =

lim
N→∞

N−1X
n=0

lnhexp(iλG(t, tn)W (tn+1))i−lnhexp(iλG(t, tn)W (tn))i
∆t

∆t.

(23)

После замены в формуле (23) суммирования интегралом Ито и после-
дующего потенцирования полученного выражения имеем

g1(λ; t) = exp

 tZ
0

χ(λG(t, τ ) ; τ ) dτ

, (24)

где
χ(λG(t, τ ) ; τ ) =

∂

∂τ
ln h1(λG(t, τ) ; τ), (25)

h1(λG(t, τ ) ; τ ) =hexp(iλG(t, τ)W (τ ))i. (26)

Для случая, когда процессW (t) является винеровским (см.формулу
(11)), имеем

g1(λ; t) = exp

−1
2
νλ2

tZ
0

G2(t, τ ) dτ

, (27)

а для случая, когда он является пуассоновским (см. формулу (13)) —

g1(λ; t) = exp

ν

tZ
0

(g(λG(t, τ))− 1) dτ
. (28)
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Общий случай построенияL-мерной характеристическойфунк-
ции. Для нахождения L-мерной характеристической функции получим
интегральное преобразование (2) для произвольных моментов времени
tl, причем для определенности будем полагать, что tl+1 > tl:

Z(tl) =

tlZ
0

G(tl, τ ) dW (τ), (29)

где l = 1, 2, . . . , L. Учитывая то, что выражение (29) представляет со-
бой интеграл Ито, заменим его средним квадратическим пределом:

Z(tl) = lim
Nl→∞

Nl−1X
n=0

G(tl, tn)∆W (tn); (30)

здесь Nl — число разбиений интервала (0, tl).
По определению L-мерная характеристическая функция gL(λ1, . . . ,

λL; t1, . . . , tL) выражается формулой

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) =

*
exp

Ã
i

LX
l=1

λlZ(tl)

!+
. (31)

Подставив выражение (30) в формулу (31), получим

gL(λ1, . . . ,λL; t1, . . . , tL) =

=

*
exp

Ã
i

LX
l=1

λl lim
Nl→∞

Nl−1X
n=0

G(tl, tn)∆W (tn)

!+
=

=

*
exp

Ã
i lim
NL→∞

NL−1X
n=0

Ã
LX
l=1

λlG(tl, tn)

!
∆W (tn)

!+
.

(32)

При получении выражения (32) введено условие

G(tl, tn)
¯̄̄
tn>tl

= 0. (33)

Выполнив преобразования, аналогичные преобразованиям (17) и
(18), получим

gL(λ1, . . . ,λL; t1, . . . , tL) =

=

*
lim

NL→∞

NL−1Y
n=0

exp

Ã
i

Ã
LX
l=1

λlG(tl, tn)

!
∆W (tn)

!+
=

= lim
NL→∞

NL−1Y
n=0

*
exp

Ã
i

Ã
LX
l=1

λlG(tl, tn)

!
∆W (tn)

!+
.

(34)
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После логарифмирования выражения (34) имеем

ln gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) = lim
NL→∞

NL−1X
n=0

ln h(λ1, . . . ,λL; t1, . . . , tL; tn),

(35)
где

h(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL; tn) =

*
exp

Ã
i

Ã
LX
l=1

λlG(tl, tn)

!
∆W (tn)

!+
.

(36)
Далее, выполняя преобразования, аналогичные преобразованиям

(21)–(26), получим

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) = exp

 t
LZ

0

χ

ÃÃ
LX
l=1

λlG(tl, τ )

!
; τ

!
dτ

,
(37)

где

χ

ÃÃ
LX
l=1

λlG(tl, τ )

!
; τ

!
=

∂

∂τ
ln h1

ÃÃ
LX
l=1

λlG(tl, τ)

!
; τ

!
, (38)

h1

ÃÃ
LX
l=1

λlG(tl, τ)

!
; τ

!
=

*
exp

Ã
i

Ã
LX
l=1

λlG(tl, τ )

!
W (τ)

!+
. (39)

При нахождении интеграла в выражении (37) необходимо учитывать
условие (33):

G(tl, τ)
¯̄̄
τ>tl

= 0. (40)

Формулы (24)–(26) являются частными случаями выражений
(37)–(39) при L = 1.

В том случае, если процессW (t) является винеровским, имеем

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) =

= exp

−1
2
ν

LX
l,k=1

λlλk

min(tl,tk)Z
0

G(tl, τ )G(tk, τ) dτ

, (41)
а если он является пуассоновским—

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) = exp

ν

tZ
0

Ã
g

Ã
LX
l=1

λlG(tl, τ )

!
− 1

!
dτ

.
(42)
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Для случая, когда ядро преобразования (2) имеет вид (5), формулы
(37), (41) и (42) совпадают соответственно с выражениями (10), (12) и
(14), полученными с помощью теории стохастических дифференциаль-
ных систем. В общем случае, когда интегральное преобразование (2)
не сводится к конечномерной системе дифференциальных уравнений,
формулы (37), (41) и (42) описывают немарковский случайный процесс.
Отметим, что условие (9) в общем случае для выражения (42) не выпол-
няется.

Пример немарковского процесса, описывающегофликкер-шум.
Рассмотрим случай, когда ядро преобразования (2) имеет вид

G(t, τ) =
1√
t − τ

, (43)

а процесс W (t) является винеровским. Тогда на основании формулы
(27) при переходе от расходящегося интеграла к аппроксимирующей
его конечной величине для одномерной характеристической функции
имеем

g1(λ; t) = exp

µ
−1
2
νλ2 ln

t

δt

¶
, (44)

где δt > 0— малая величина. Для L-мерной характеристической функ-
ции применение формулы (42) позволяет получить

gL(λ1, . . . ,λL; t1, . . . , tL) =

= exp

Ã
−1
2
ν

Ã
LX
l=1

µ
λ2l ln

t

δt

¶
+

+4
LX

l,k=1
l>k

µ
λlλk ln

√
tl +

√
tk√

tl − tk + δt+
√
δt

¶
.

(45)

С помощью формулы (44) и (45) определим математическое ожида-
ние и момент второго порядка случайного процесса Z(t):

hZ(t)i = ∂g1
i∂λ

¯̄̄̄
λ=0

= 0, (46)

hZ(t1)Z(t2)i = ∂2g2
i∂λ1i∂λ2

¯̄̄̄
λ1,λ2=0

= 2ν ln

µ √
t2 +

√
t1√

t2 − t1 + δt+
√
δt

¶
; (47)
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здесь t2 > t1. При t2 = t1 = t формула (47) приобретает вид­
Z2(t)

®
= ν ln

µ
t

δt

¶
. (48)

Момент второго порядка (47) позволяет определить односторон-
нюю спектральную плотность случайного процесса Z(t):

G(ω) = lim
δt→0

4 t−δtZ
0

hZ(t− τ )Z(t)i cosωτdτ
 =

= lim
δt→0

8ν t−δtZ
0

ln

µ √
t +

√
t − τ√

τ + δt+
√
δt

¶
cosωτdτ

.
(49)

Путем интегрирования выражения (49) получим [5, раздел 2.5.7]

G(ω) = (−i)2ν
ω
lim
ε→0

tεΓ(ε)Γ
µ
1

2

¶
Γ

µ
ε+

1

2

¶ µ
1F 1

µ
ε;−ε + 1

2
; iωt

¶
−

−1F 1

µ
ε; ε +

1

2
;−iωt

¶¶, (50)
где Γ(z)— гамма функция, 1F 1(a; b; z)— вырожденная гипергеометри-
ческая функция.

В случае ωt >> 1 вырожденные гипергеометрические функции в
выражении (50) могут быть разложены в ряд по степеням выражения
1/
√
ωt. Тогда при сохранении только первого члена разложения имеем

[6, формула (18) на стр. 220]

G(ω)
¯̄̄
t→∞

= (−i)2ν
ω
lim
ε→0

tε
Γ(ε)Γ

µ
1

2

¶
Γ

Ã
ε +

1

2

!


Γ

Ã
ε +

1

2

!

Γ

µ
1

2

¶ ¡
(−iωt)−ε−

−(iωt)−ε¢µ1 +Oµ 1√
ωt

¶¶
 = (−i)2ν

ω
lim
ε→0

(tεΓ(ε)ε(ln(−iωt)−
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− ln(iωt))) =(−i) 2ν
ω
lim
ε→0

³
tε(ε + 1)

³
(−i) π

2
− iπ

2

´´
=
2πν

ω
. (51)

Таким образом, случайный процесс, описываемый L-мерной харак-
теристической функцией (45), имеет спектральную плотность

G(ω)
¯̄̄
t→∞

=
2πν

ω
, (52)

которая возрастает обратно пропорционально частоте. Таким образом,
рассмотренный процесс является фликкер-шумом [7].

ПолученнаяL-мерная характеристическая функция (45)может при-
меняться для описания броуновского движения, так как для флуктуа-
ций коэффициента диффузии броуновской частицы применима модель
фликкер-шума [4].
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