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Экспериментально установлено [1], что при воздействии волно-
вых полей в сложных средах возрастают значения коэффициентов пе-
реноса. Физический механизм этого явления достаточно сложен, и
до настоящего времени нет полной теории этого явления. Одним из
механизмов, объясняющих явление возрастания коэффициентов пере-
носа, является так называемый трансциляторный [2–4] механизм. Его
суть состоит в увеличении потока за счет относительного смещения
частиц среды, вызываемого волновым полем. Трансциляторный те-
плоперенос относится к диффузионно-конвективным процессам, воз-
никающим при колебательном относительном перемещении участков
или частей среды [5]. Теория явления трансцилляторного переноса
приводит к уравнениям в частных производных второго порядка с
переменными коэффициентами.

Рассмотрим простейший случай однородной среды, находящейся
под воздействием плоской монохроматической или немонохромати-
ческой волны. Уравнение, описывающее эволюцию температуры T в
однородной изотропной среде, имеет вид

aΔT −
∂T

∂t
= ~U (~r, t) ∇T, (1)

где a — коэффициент диффузии; ~U (~r, t) — поле скоростей в волно-
вой зоне. Это уравнение учитывает диффузионные и конвективные
процессы, возникающие за счет смещений в волновой зоне.

Получение аналитических решений уравнения (1) для волновых
полей затруднено вследствие сложной зависимости скорости колеба-
тельного движения от координат и времени. Ниже, в отличие от ра-
боты [1], для решения уравнения (1) использован метод редукции к
эквивалентному интегральному уравнению, не требующий построе-
ния точного аналитического решения. Для простоты полагаем, что
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волна является поперечной и распространяется вдоль оси Ox со ско-
ростью v, а отличной от нуля является координата скорости колеба-
ний среды Uy (x, t). Начальное температурное поле предполагается
заданным: T (x, y, t)|t=0 = −Γyy. Составляющую градиента скаляр-
ного поля Γy полагаем постоянной. Построение модели теплового
трансциллятора бегущей волны при этих предположениях сводится
к отысканию решений вида

T (x, y, z, t) = T ′ (x, t)− Γyy. (2)

Рассмотрим случай монохроматической волны. Для плоской упру-
гой поперечной волны, распространяющейся вдоль оси Ox с плоско-
стью колебаний, параллельной оси Oy, имеем

Uy (x, t) = Aω sin (ωt− kx) , Uz = 0, k =
ω

v
, (3)

где ω — частота колебаний.
Для соответствующего уравнения относительно T ′ (x, t)

a
∂2T ′

∂x2
−
∂T ′

∂t
= Uy

∂T ′

∂y
− UyΓy = q (x, y, t) (4)

(q (x, y, t) — эквивалентный источник теплоты) с однородным началь-
ным условием

T ′|t=0 = 0 (5)

с использованием представления T ′ обобщенной функцией

T ′ =

∞∫

−∞

∞∫

0

q (x′, t′)G (x− x′, t− t′) dx′dt′, (6)

получим уравнение для функции Грина

L̂G = δ (x− x′) δ (t− t′) , (7)

где L̂ = a
∂2

∂x2
−

∂

∂t
— оператор теплопроводности.

Для нахождения функции Грина воспользуемся представлением δ-
функции Дирака в виде

δ (x− x′) =
1

2π

∞∫

−∞

exp (iγ (x− x′))dγ,

δ (t− t′) =
1

2π

∞∫

−∞

exp (iβ (t− t′))dβ.

(8)
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С помощью процедуры “деления на оператор” имеем

G (x− x′, t− t′) = −
1

4π2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

exp (iγ (x− x′) + iβ (t− t′))
aγ2 + iβ

dγdβ.

(9)

Вычислив интегралы в выражении (9), получим

G (x− x′, t− t′) = − exp

[

−
(x− x′)2

4a (t− t′)

]
Φ (t− t′)

2
√
πa (t− t′)

, (10)

где Φ (х ) — единичная функция Хевисайда.

С использованием соотношений (6), (4) и (10) запишем эквива-

лентное исходной задаче интегро-дифференциальное уравнение

T ′ =

∞∫

−∞

t∫

0

Uy

(

Γy −
∂T ′

∂y

)

exp

[

−
(x− x′)2

4a (t− t′)

]
dx′dt′

2
√
πa (t− t′)

. (11)

Учитывая, что Γy �
∂T ′

∂y
, подставляя выражение (3) в (11) и ис-

пользуя формулы Эйлера, после упрощения получаем

T ′ =
AωΓy
2i
×

×



e−ikx−k
2a t

t∫

0

eiωt
′+k2a t′dt′− eikx−k

2a t

t∫

0

e−iωt
′+k2a t′dt′



 (12)

и в окончательном виде

T ′ =
Aω Γy
2i

[

e−ikx
eiωt − e−k

2a t

iω + k2a
− eikx

e−iωt − e−k
2a t

−iω + k2a

]

. (13)

Для достаточно больших времен (t� 1/ (k2a)) из (13) следует

T ′ =
Aω Γy

k4a2 + ω2
[
k2a sin (ωt− kx)− ω cos (ωt− kx)

]
. (14)

Поток теплоты вдоль оси Oy складывается из диффузионного и

конвективного потоков:

jy = −acρ
∂T

∂y
+ cρUyT, (15)

где сρ — объемная теплоемкость среды. Рассмотрим конвективную

составляющую потока
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jconvy = cρUyT
′ =

=
cρA2ω2Γy
k4a2 + ω2

[
k2a sin2 (ωt− kx)− ω cos (ωt− kx) sin (ωt− kx)

]
.

(16)

Усреднение выражения (16) по периоду колебаний приводит к сле-
дующему выражению:

〈
jconvy

〉
=
cρA2ω2k2 aΓy
2 (k4a2 + ω2)

. (17)

Соответствующий коэффициент переноса

λtr =

〈
jconvy

〉

Γy
=

cρA2ω2k2a

2 (k4a2 + ω2)
=

cρA2v2

2a

(

1 +
v4

a2ω2

) (18)

называется коэффициентом трансцилляторного переноса (КТП). Транс-
цилляторный перенос теплоты возникает за счет диффузного обмена
между слоями среды, участвующими в колебательном движении. Он
отличается от чисто конвективного, поскольку регулярного переноса
частиц среды в этом случае нет.

Разложим (18) в степенной ряд и, удерживая два члена, получим

λtr =
cρA2v2

2a

(

1 +
v4

a2ω2

) =
cρa

2
M2

(

1−
a2M2

A2v2

)

,

где M = Aω/v — число Маха.

Результирующий коэффициент переноса вдоль оси Oy представля-
ется в виде суммы диффузного и трансцилляторного коэффициентов:
ay = a+ λtr.

Рассмотрим далее случай плоской немонохроматической волны,
бегущей вдоль оси Oy. Представив соответствующую координату ско-
рости смещения среды в виде интеграла Фурье, получим

Uy (r, t) =
1
√
2π

∞∫

−∞

Uy (ω) exp
{
iω
(
t−

x

v

)}
dω, (19)

где Uy (ω) — спектральная компонента скорости.

Подставив (19) в (11), получим выражение для поля скаляра T ′ в
виде
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T ′ =
Γy

π
√
8a

∞∫

−∞

dx′
t∫

0

dt′
∞∫

−∞

Uy (ω)×

× exp

[

iω

(

t′ −
x′

v

)

−
(x− x′)2

4a (t− t′)

]
dω

√
(t− t′)

. (20)

Для достаточно больших t�
1

k2a
выражение (20) принимает вид

T ′ =
Γy√
2π

∞∫

−∞

Uy (ω) exp

[

iω

(

t′ −
x′

v

)]
dω

a
ω2

v2
+ iω

. (21)

Усредняя выражение для конвективного потока посредством инте-

грала
t+τ∫

t

ei(ω+ω
′)t′dt′ =

{
ei(ω+ω

′)(t+τ) − ei(ω+ω
′) t
}/
(i (ω + ω′)) , (22)

где τ — период усреднения, получаем

〈
jconvy

〉
=

=
cρΓy
2 πiτ

∞∫

−∞

∞∫

−∞

Uy (ω
′)Uy (ω) e

i(ω+ω′)(t−xv )
ei(ω+ω

′)τ − 1
(

a
ω2

v2
+ iω

)

(ω + ω′)

dω′dω.

(23)

Выражение (23) позволяет построить искомое спектральное пред-

ставление КТП в волновой зоне

λtr =
cρ

2πiτ

∞∫

−∞

∞∫

−∞

Uy (ω
′)Uy (ω) e

i(ω+ω′)(t−xv )×

×
ei(ω+ω

′)τ − 1
(

a
ω2

v2
+ iω

)

(ω + ω′)

dω′dω. (24)

Практическое значение формулы (24) заключается в возможно-

сти вычисления коэффициента переноса, если известны спектральные

компоненты поля скорости в волновой зоне. Передаточная функция
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согласно (24) может быть определена в виде

λтр(ω, ω
′) = e

i(ω+ω′)

(
t−
x
v

) (
ei(ω+ω

′)τ − 1
)

(
a
ω2

v2
+ iω

)
(ω + ω′)

. (25)

Проиллюстрируем это на следующих примерах. Для произвольных
периодических колебаний представим поле скорости в виде экспонен-
циального ряда

Uy

(
t−

x

v

)
=

∞∑

m=−∞

Cme
imω0(t−xv ), (26)

где Cm =
am − ibm
2

, C−m =
am + ibm
2

, am и bm — коэффициенты

разложения Фурье. Будем полагать, что C0 = 0. Тогда

U (ω) =
1
√
2π

∞∫

−∞

(
∞∑

m=−∞

Cm e
imω0 t

′

)

e−i ω t
′
dt′ =

=
√
2π

∞∑

m=1

{Cmδ (ω −mω0) + C−mδ (ω +mω0)} =
√
2π

∞∑

m=1

Um (ω).

(27)

Подстановка (27) в (24) приводит к необходимости вычисления
следующих двух интегралов с использованием передаточной функции:

Im1 =

∞∫

−∞

Um (ω
′)λтр (ω, ω

′) dω′ =

√
2π

a
ω2

v2
+ iω

×

×

{

Cm e
i(ω+mω0)(t− x

v ) ∙
exp [i (ω +mω0) τ − 1]

ω +mω0
+

+C−m e
i(ω−mω0)(t− x

v ) ∙
exp [i (ω −mω0) τ − 1]

ω +mω0

}

, (28)

Im2 =

∞∫

−∞

Um (ω)I
m
1 (ω) dω =

= 2π







C2m exp
[
2imω0

(
t− x

v

)] exp (2imω0τ)− 1
2mω0

+ CmC−mτi
(

a
m2ω20
v2
+ iωω0

) +
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+
CmC−mτi+ C

2
−m exp (−2imω0)

(
t−

x

v

) exp [−2imω0τ ]− 1
2mω0

a
m2ω20
v2
+ iωω0





. (29)

Выбирая в качестве τ основной период функции τ = 2π/ω0, полу-
чаем

λtr =
cρa

2

∞∑

m=1

a2m + b
2
m

v2
(

a2
m2ω20
v4
+ 1

) . (30)

Для заданных коэффициентов Фурье смещений Am и Bm в волно-
вом поле имеем следующее выражение для КТП:

λtr =
cρv2

2

∞∑

m=1

A2m +B
2
m

a

(

1 +
v4

a2m2ω20

) . (31)

Полученное выражение свидетельствует об аддитивности КТП от-
носительно гармоник Фурье. Для частного случая монохроматической
волны, когда колебания представлены только одной первой гармони-
кой A1 = A, а остальные гармоники отсутствуют (Bm = 0 и Am = 0
при m 6= 1), из (31) получим выражение, совпадающее с (18):

λtr =
cρA2v2

2a

(

1 +
v4

a2ω20

) . (32)

Формула (32) показывает, что КТП пропорционален квадрату ам-
плитуды колебаний. При увеличении частоты ω0 он монотонно возра-
стает, стремясь к предельному значению λtrmax = cρA

2v2/(2a).
Оценки показывают, что трансцилляторный коэффициент тепло-

проводности сравним с диффузионным только при больших ампли-
тудах, достижимых только в специальных акустических резонаторах.
Однако более существен вклад трансцилляторного переноса в пери-
одических движениях жидкости, инициированных всплыванием це-
почек пузырьков. Основные соотношения, полученные выше, при-
менимы и в этом случае, поскольку поле скоростей при периодиче-
ском всплывании пузырьков описывается соотношениями типа бегу-
щей волны (присоединенная волна). Например, при всплывании пу-
зырьков миллиметрового диаметра в воде, как показывают расчеты на
основе полученных выше соотношений, КТП в десятки и сотни раз
превышает коэффициент молекулярного переноса.

Выводы. При распространении поперечных волновых возмуще-
ний в среде возникает дополнительный перенос тепла (трансциллятор-
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ный). Коэффициент теплопроводности получает максимальное при-
ращение в плоскости колебаний. Изотропная среда в волновом поле
проявляет анизотропию по отношению к коэффициентам переноса.
Трансцилляторный перенос обуславливает дополнительную необра-
тимость процессов переноса.

Полученные спектральные соотношения позволили получить вы-
ражения коэффициентов переноса для немонохроматической волны.

Результаты работы могут найти применение при использования
волновых полей в химической технологии, где коэффициенты тепло-
проводности и диффузии определяют скорость реакций.
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