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Рассмотрены малые симметричные колебания идеальной жидкости в жестком
цилиндрическом сосуде с проницаемой перегородкой. Получено приближенное
аналитическое решение этой задачи. Основные допущения: движение жид-
кости полагается потенциальным с потенциалом скоростей Φ = Φ(x, r, t),
сопротивление разделителя — линейно-зависимым от скорости частиц
жидкости с постоянным коэффициентом γ. Влияние проницаемой перегород-
ки, разделяющей столб жидкости в баке на два слоя, учитывается как не-
которое линейно-вязкое сопротивление с приведенным коэффициентом сопро-
тивления γ, задаваемым в качестве параметра. В дальнейших исследованиях
предложено величину γ определять на основе модельного эксперимента, воз-
буждая колебания жидкости в баке. Установлено, что в случае Φ = 0 на
свободной поверхности колебания отсутствуют при ρ1 = ρ2 = ρ и возмож-
ны при ρ1 6= ρ2. В случае учета ускорения свободного падения g на свободной
поверхности жидкости, движения жидкости в баке представляют собой за-
тухающие колебания с некоторым коэффициентом затухания n.
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The small symmetric oscillations of an ideal liquid in hard cylindrical vessel with
permeable partition is considered. Approximate analytical solutions of this task is
obtained. The principal assumptions: the fluid motion is relied as gravitational with
the potential of velocities Φ = Φ(x, r, t), resistance separator is defined linearly
dependent on the particle velocity of the fluid with constant coefficient γ. The impact
of the permeable partition separating the liquid column inside the tank into two layers
have been taken into account as a linearly viscous drag with a given resistance
coefficient γ specified as a parameter. In further researches it is suggested that
value should be determined based on the model experiment using excited the liquid
oscillations in the tank. It has been established that if γ = 0 on the free surface there
are no oscillations at ρ1 = ρ2 = ρ and these oscillations are possible at ρ1 6= ρ2.
In the case of accounting the gravitational acceleration g on the free liquid surface
in the tank then the fluid motion are damped oscillations with some attenuation
coefficient n.
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Введение. В современных разгонных блоках обеспечение сплош-
ности компонентов топлива обеспечивается за счет фазоразделяющих
экранов [1]. В связи с этим определенный интерес представляет ис-
следование малых движений жидкости, заполняющей цилиндриче-
ский сосуд, сквозь фазоразделяющие перегородки. В настоящей рабо-
те будем моделировать течение жидкости с линейным сопротивлением
сквозь такой экран и обобщим результаты [2, 3] для случая движения
двухслойной жидкости сквозь сопротивление. В работе [4] исследова-
но движение идеальной, несжимаемой и нестратифицированной жид-
кости совместно с упругим днищем, в статье [5] — вопросы устойчи-
вости свободной поверхности жидкости в условиях малой гравитации.
Свободные осесимметричные колебания двухслойной жидкости с не-
проницаемым разделителем исследованы в работе [6]. Схожая с поста-
новкой задачи, приведенной в работе [4], постановка задачи с иным
подходом к решению дифференциального уравнения движения пла-
стины реализована в работе [7]. Работа [8] посвящена исследованию
движений стратифицированной жидкости совместно с упругим дни-
щем, рассматриваемым в виде пластины, работы [9, 10] — исследова-
нию колебаний многослойных жидкостей и разделяющих мембран. В
работе [11] задача о движении стратифицированной жидкости, разде-
ленной мембраной, рассмотрена с применением операторных методов

Рис. 1. Двухслойная жидкость, разделен-
ная диафрагмой

и исследованием свойств спек-
тра. В работе [12] были ис-
следованы колебания оболоч-
ки при протекании жидкости
сквозь проницаемую перегород-
ку, в работе [13] — колеба-
ния упругой проницаемой пере-
городки, взаимодействующей с
жидкостью. В работах [14–16]
изложены аспекты эксперимен-
тальных исследований разделя-
ющих экранов.

Постановка задачи. Рассмо-
трим малые движения идеаль-
ной несжимаемой двухслойной
жидкости с плотностями ρ1 и ρ2,
разделенной проницаемой плос-
кой диафрагмой. Введем цилин-
дрические системы координат с
началами O1 и O2 соответствен-
но (рис. 1). Движение жидкости
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полагаем потенциальным с потенциалом скоростей Φ, удовлетворя-
ющим уравнению Лапласа. Рассмотрим осесимметричные движения.
Потенциал скоростей Φj для j-го слоя

ΔΦj = 0, j = 1, 2. (1)

Сформулируем отдельно граничные условия для случая отсутствия
сопротивления разделителя и случая, когда коэффициент сопротивле-
ния равен γ. Условие на свободной поверхности будет иметь вид в
соответствии, например, с условием, приведенным в работе [2]:

−ω2Φ1
∣
∣
∣
x1=h1

+ g
∂Φ1
∂x1

∣
∣
∣
x1=h1

= 0, (2)

где g — ускорение свободного падения; ω — собственная частота коле-
баний рассматриваемой механической системы.

Условия непротекания на стенках [2, 3]:

∂Φ1
∂r

∣
∣
∣
r=R
= 0,

∂Φ2
∂r

∣
∣
∣
r=R
= 0; (3)

∂Φ1
∂x2

∣
∣
∣
x2=0
= 0. (4)

При отсутствии сопротивления разделителя граничные условия
для функций Φ1 и Φ2 будут иметь вид

Φ1|x1=0 = Φ2|x2=h2 ; (5)

∂Φ1
∂x1

∣
∣
∣
x1=0
=
∂Φ2
∂x2

∣
∣
∣
x2=h2

. (6)

Когда γ 6= 0, условие (5) согласно принятым допущениям запишет-
ся в виде

ρ1
∂Φ1
∂t

∣
∣
∣
x1=0
− ρ2

∂Φ2
∂t

∣
∣
∣
x2=h2

= γ
∂Φ1
∂x1

∣
∣
∣
x1=0
. (7)

Решение краевой задачи. Рассмотрим сначала случай, когда
γ = 0. Будем искать решение, представляя потенциал скоростей в
комплексном виде:

Φj =
∞∑

n=1

eiωntΦ̃
(n)
j , j = 1, 2. (8)

Здесь Φ̃ — действительная часть комплексного потенциала скоростей.
Удовлетворяя соотношению (1), разделяя переменные и выполняя гра-
ничные условия (2)—(6), получаем выражения для Φ̃(n)j :

Φ̃
(n)
2 = An

[(
λn
x2

R

)
J0

(
λn
r

R

)]
; (9)
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Φ̃
(n)
1 = Bn

[(

λn
h

R

)(
λn
x1

R

)
+

(

λn
h

R

)(
λn
x1

R

)]

J0

(
λn
r

R

)
, (10)

где J0 — функция Бесселя первого рода нулевого порядка; λn — корень
функции Бесселя первого рода первого порядка. Это корень получа-
ем, удовлетворяя граничным условиям (3). Из условия (2) определяем
значение квадрата собственной частоты n-го тона осесимметричных
колебаний:

ω2n = g
λk

R

(

λk
h1 + h2
R

)

.

Рассмотрим случай ненулевого значения коэффициента γ, когда
g = 0 и Φ1 = 0 на свободной поверхности жидкости (x1 = h1). Пола-
гаем ωn комплексным числом и в дальнейшем будем обозначать как
pn. Потенциалы скоростей Φ1,Φ2 ищем в комплексной форме (8). Удо-
влетворяя условиям (3), (4) и (6), получаем cоотношения, аналогичные
соотношениям (9) и (10):

Φ1 =
∞∑

k=1

Bk

[(
λk
x1

R

)
−

(

λk
h1

R

)(
λk
x1

R

)]

J0

(
λk
r

R

)
; (11)
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∞∑

k=1
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λk
x2

R

)
J0

(
λk
r

R

)]
. (12)

Подставляя (11) и (12) в (7), определяем

(ipk)

[

ρ1Bk − ρ2Ak
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λk
h2

R
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= −γBk
λk

R

(

λk
h1

R

)

,
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(ipk)





ρ1 − ρ2

(
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h2

R

)
(

λk
h1

R

)

(
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h2

R

)





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R

(

λk
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R

)

. (13)

Представляя pk = αk+iβk, из (13) получаем, что αk = 0, следовательно
колебания носят апериодический характер.

Рассмотрим случай g 6= 0 и используем условие на свободной
поверхности (2), которое примет вид

−p2k

(

λk
h1

R

)(

λk
h2

R

)

+ g
λk

R

(

λk
h1

R

)(

λk
h2

R

)

= 0. (14)

Представляя pk = αk + iβk, из (13) и (14) определяем

Uk (αk, βk) = 0;

Vk (αk, βk) = 0.
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Рис. 2. Зависимость частоты пер-
вого тона свободных колебаний
жидкости от коэффициента γγγ

Здесь
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,
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ξk = γ
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)
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2
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(
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)

.

Результаты. Установлено, что при равенстве нулю потенциала ско-
ростей на свободной поверхности жидкости (что может реализовы-
ваться при закрытии бака крышкой, плавающей на поверхности жид-
кости) колебания отсутствуют или имеют апериодический характер.
Следует отметить, что при γ = 0 частота первого тона ω1 равна часто-
те симметричных колебаний жидкости в баке, заполненном на высоту
H = h1+h2. Зависимость частоты первого тона свободных колебаний
бака с жидкостью от коэффициента γ приведена на рис. 2.
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