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В настоящее время явные разностные схемы часто применяются
для численного решения уравнений Навье–Стокса на многопроцессор-
ных компьютерах. Безытерационный характер вычислений подразуме-
вает раздельное вычисление компонент скорости и давления. Однако
даже при использовании явных схем возможен частичный учет взаи-
модействия скорости и давления, что позволяет повысить точность и
уменьшить объем вычислений.

В [1] для совершенствования вычислительных алгоритмов реше-
ния уравнений Навье–Стокса была предложена следующая декомпо-
зиция давления:

p(t, x, y, z) = px(t, x) + py(t, y) + pz(t, z) + pxyz(t, x, y, z) , (1)

т.е. давление представляется в виде суммы N + 1 слагаемых (N
«одномерных» px(t, x), py(t, y) и pz(t, z) и одного «многомерного»
pxyz(t, x, y, z)). Далее верхние индексы x, y, z и xyz будут показы-
вать зависимость того или иного слагаемого от соответствующих
пространственных координат. Для определения «одномерных» слага-
емых px(t, x), py(t, y) и pz(t, z) используются уравнения постоянства
массового расхода (интегральные формы уравнения неразрывности),
которые рассматриваются как априорная информация физического
характера об искомом решении.

Отметим следующие особенности декомпозиции давления (1):
1. Каждое из слагаемых в правой части (1) лишено физического

смысла, лишь их сумма имеет физический смысл. В самом деле, в
отдельных алгоритмах давление отыскивают с закреплением в одной
точке, например в начале координат:

p(t, 0, 0, 0) = p0 = p
x(t, 0) + py(t, 0) + pz(t, 0) + pxyz(t, 0, 0, 0).
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Значение p0 может быть перераспределено между слагаемыми в пра-
вой части (1) достаточно произвольным образом, откуда следует от-
сутствие физического смысла каждого отдельного слагаемого. Чаще
всего удобнее полагать

pxyz(t, 0, 0, 0) = p0, px(t, 0) = 0, py(t, 0) = 0, pz(t, 0) = 0.

2. Поскольку уравнения постоянства массового расхода являют-
ся следствием уравнения неразрывности, то «одномерные» слагаемые
px(t, x), py(t, y) и pz(t, z) определяются перед вычислением «много-
мерного» слагаемого pxyz(t, x, y, z).

3. Несмотря на представление давления в виде суммы N +1 слага-
емых, уравнения движения всегда будут содержать градиенты только
двух из них (соответствующего «одномерного» слагаемого и «много-
мерного»). Например, градиент давления в уравнении движения по X
принимает вид

∂p

∂x
=

∂

∂x

(
px(t, x) + py(t, y) + pz(t, z) + pxyz(t, x, y, z)

)
=
∂px

∂x
+
∂pxyz

∂x
.

4. Аппроксимация уравнений постоянства массового расхода долж-
на быть алгебраическим следствием аппроксимации уравнения нераз-
рывности.

5. Применение декомпозиции давления (1) будет наиболее эффек-
тивным при моделировании течений с выделенным направлением дви-
жения среды. В этом случае градиент одного из “одномерных” слага-
емых будет доминирующим.

В [1–3] показано, что применение декомпозиции давления (1) в
случае использования неявных схем требует решения вспомогатель-
ной задачи. Настоящая статья посвящена применению декомпозиции
давления для совершенствования явных схем. Поскольку вид уравне-
ний постоянства массового расхода зависит от решаемой задачи, то
применение декомпозиции давления удобнее рассматривать на кон-
кретных примерах.

Несжимаемые среды. Схема расщепления по физическим фак-
торам. В качестве модельной рассмотрим двухмерную задачу о тече-
нии среды в каверне с движущейся крышкой (рис. 1). Для наглядности
будем полагать, что аппроксимация уравнений Навье–Стокса осуще-
ствляется на равномерной разнесенной сетке. Рассмотрим явную схе-
му расщепления по физическим факторам [4, 5], которая состоит из
трех этапов:

Этап I :
V (n+1/2) − V (n)

ht
= −(V (n)∇)V (n) + Re−1ΔV (n) ;

Этап II: Δp =
∇V (n+1/2)

ht
;
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Рис. 1. Каверна с движущейся крышкой и контрольные объемы V 1 и V 2

Этап III :
V (n+1) − V (n+1/2)

ht
= −∇p,

где ht есть полушаг по времени, а V (n+1/2) — промежуточное поле
скорости. Нетрудно видеть, что при вычислении промежуточного по-
ля скорости V (n+1/2) не обеспечивается бесконечная скорость распро-
странения малых возмущений, характерная для несжимаемых сред.
Кроме того, давление явно не зависит от числа Рейнольдса ( Re) и
определенную трудность представляет постановка граничных усло-
вий для давления.

Указанные недостатки явных схем расщепления возникли из-за на-
рушения взаимодействия между скоростью и давлением, характерного
для сегрегированных алгоритмов. Однако в [1, 3] было показано, что
скорость и “часть” давления (а именно сумму “одномерных” слагае-
мых в (1)) можно всегда вычислять совместно. Данное обстоятельство
позволяет в значительной мере устранить недостатки традиционных
явных схем.

Интегрирование уравнения неразрывности

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

по контрольным объемам V1 и V2 (см. рис. 1) позволяет получить
следующие уравнения постоянства массового расхода:

1∫

0

u(t, x, y) dy = 0, (2)

1∫

0

v(t, x, y) dx = 0. (3)

Соответственно разностные аналоги уравнений неразрывности и по-
стоянства массового расхода на разнесенной сетке, показанной на
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Рис. 2. Разнесенная сетка

рис. 2, имеют вид

u
(n+1)
i+1j − u

(n+1)
ij

hx
+
v
(n+1)
ij+1 − v

(n+1)
ij

hy
= 0, (4)

hy

Ny∑

j=1

u
(n+1)
ij = 0, (5)

hx

Nx∑

i=1

v
(n+1)
ij = 0. (6)

Модифицируем явную схему расщепления по физическим факторам.
Для этого запишем уравнение движения по X в виде

u
(n+1/2)
ij − u(n)ij

ht
+

(
∂(u2)

∂x
+
∂(vu)

∂y

)(n)

ij

= −

(
∂px

∂x

)(n+1/2)

i

+

+

(
1

Re

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

))(n)

ij

,

т.е. на промежуточном временном слое компонента скорости u и “од-
номерное” слагаемое px будут отыскиваться совместно с привлечени-
ем разностного аналога уравнения постоянства массового расхода (5).
Для удобства перепишем последнее уравнение в виде

u
(n+1/2)
ij − u(n)ij

ht
= −

(
∂px

∂x

)(n+1/2)

i

+ αij , (7)

где

αij =

(

−
∂(u2)

∂x
−
∂(vu)

∂y
+
1

Re

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

))(n)

ij

.

Умножая на hy и суммируя по j, получаем

1

ht

(

hy

Ny∑

j=1

u
(n+1/2)
ij − hy

Ny∑

j=1

u
(n)
ij

)

= −
Ny∑

j=1

hy

(
∂px

∂x

)(n+1/2)

i

+hy

Ny∑

j=1

αij .
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В силу (5) левая часть данного уравнения равна нулю. Первый член в
правой части преобразуем следующим образом:

Ny∑

j=1

hy

(
∂px

∂x

)(n+1/2)

i

=

(
∂px

∂x

)(n+1/2)

i

Ny∑

j=1

hy =

(
∂px

∂x

)(n+1/2)

i

,

поскольку градиент px не зависит от j, а сумма шагов hy равна безраз-
мерной высоте каверны, т.е. единице. Тогда выражение для градиента
“одномерного” слагаемого px принимает вид

(
∂px

∂x

)(n+1/2)

i

= hy

Ny∑

j=1

αij, (8)

откуда

(
px
)(n+1/2)

i
=
(
px
)(n+1/2)

i−1
+ hxhy

Ny∑

j=1

αij,
(
px
)(n+1/2)

1
= 0.

Вместе с тем, подставляя (8) в (7), получаем выражение для вычи-
сления промежуточного значения компоненты скорости u

u
(n+1/2)
ij − u(n)ij

ht
= −hy

Ny∑

j=1

αij + αij.

Таким образом, благодаря поправке −hy

Ny∑

j=1

αij промежуточное значе-

ние компоненты скорости u удовлетворяет разностному аналогу урав-
нения постоянства массового расхода (5).

Промежуточные значения компоненты скорости v и “одномерного”
слагаемого py вычисляются аналогичным образом.

Второй этап с учетом декомпозиции (1) записывается в виде

Δpxy =
1

ht

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)(n+1/2)
,

т.е. сумма “одномерных” слагаемых px+py и “многомерное” слагаемое
pxy вычисляются на разных временных слоях.

Третий этап модифицированной схемы с учетом декомпозиции (1)
принимает вид

V (n+1) − V (n+1/2)

ht
= −∇pxy.

Для вычислительного эксперимента положим, что скорость крыш-
ки изменяется по закону

U (n)w = min
( n
50
; 1
)
.
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Вычисления проводили на равномерной разнесенной сетке 101 × 101
(h = hx = hy = 1/100) при Re = 100, величина шага по времени
выбрана ht = h/10. Для оценки точности вычислений выбраны сле-
дующие параметры:

— максимальная погрешность разностного аналога уравнения не-
разрывности (4)

R(n)uv = max
ij

∣
∣
∣
∣
∣

u
(n)
i+1j − u

(n)
ij

hx
+
v
(n)
ij+1 − v

(n)
ij

hy

∣
∣
∣
∣
∣
; (9)

— максимальная погрешность разностного аналога уравнения по-
стоянства массового расхода (5)

R(n)u = max
i

∣
∣
∣
∣
∣
hy

Ny∑

j=1

u
(n)
ij

∣
∣
∣
∣
∣
;

— максимальная погрешность разностного аналога уравнения по-
стоянства массового расхода (6)

R(n)v = max
j

∣
∣
∣
∣
∣
hx

Nx∑

i=1

v
(n)
ij

∣
∣
∣
∣
∣
.

На рис. 3 показано изменение погрешностей R(n)uv и R(n)u на первых
ста временных слоях (n 6 100). Погрешность R(n)v ≈ R

(n)
u , поэтому на

рис. 3 она не приводится.

Рис. 3. Изменение погрешностей R(n)uvR
(n)
uvR
(n)
uv и R(n)uR

(n)
uR
(n)
u при моделировании течения в

каверне
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Рис. 4. Геометрия задачи о течении в каверне (а) и между параллельными
пластинами (б)

Отметим еще одно полезное свойство декомпозиции давления (1).
В методе расщепления по физическим факторам давление отыскивает-
ся из решения второй краевой задачи для уравнения Пуассона, которое
в двумерном случае принимает вид

∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
=
1

ht

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)

.

Рассмотрим возможные случаи постановки граничных условий для
давления на примере моделирования нестационарного течения в ка-
верне и между параллельными пластинами (рис. 4). Используя первую
формулу Грина, получаем следующее соотношение:

1∫

0

∂p

∂x

∣
∣
∣
∣
x=1

dy −

1∫

0

∂p

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

dy +

1∫

0

∂p

∂y

∣
∣
∣
∣
y=1

dx−

1∫

0

∂p

∂y

∣
∣
∣
∣
y=0

dx = (10)

=
1

ht

1∫

0

u(t(n+1/2), 1, y)dy −
1

ht

1∫

0

u(t(n+1/2), 0, y)dy,

которое является условием разрешимости данной краевой задачи. При
моделировании течения в каверне правая часть уравнения (10) обра-
щается в нуль в силу граничных условий прилипания (u(t, 0, y) = 0
и u(t, 1, y) = 0). Поэтому для задачи о каверне естественной являет-
ся постановка для давления однородных граничных условий второго
рода

∂p

∂x

∣
∣
∣
∣
x=1

= 0,
∂p

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

= 0,
∂p

∂y

∣
∣
∣
∣
y=1

= 0,
∂p

∂y

∣
∣
∣
∣
y=0

= 0,
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которая обращает уравнение (10) в тождество, т.е. приводит к разре-
шимости второй краевой задачи для уравнения Пуассона.

Несколько сложнее выглядит постановка граничных условий при
моделировании течения между пластинами. В традиционных вычи-
слительных алгоритмах компоненты промежуточного поля скорости
не удовлетворяют уравнениям постоянства массового расхода, поэто-
му в данном случае правая часть уравнения (10) отлична от нуля. За-
дадим по аналогии с задачей о каверне нулевые градиенты давления
на омываемой поверхности пластин. Тогда уравнение (10) принимает
вид

1∫

0

∂p

∂x

∣
∣
∣
∣
x=1

dy −

1∫

0

∂p

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

dy =

=
1

ht

1∫

0

u(t(n+1/2), 1, y) dy −
1

ht

1∫

0

u(t(n+1/2), 0, y) dy.

Очевидна трудность задания градиентов давления во входном (x = 0)
и выходном (x = 1) сечениях для обеспечения условия разрешимости
второй краевой задачи для уравнения Пуассона.

Применение декомпозиции давления (1) приводит к тому, что ком-
поненты промежуточного поля скорости всегда удовлетворяют уравне-
ниям постоянства массового расхода, поэтому правая часть уравнения
(10) всегда равна нулю и, следовательно, всегда для давления ставятся
однородные граничные условия второго рода вне зависимости от типа
течения. Данное утверждение справедливо не только для метода рас-
щепления по физическим факторам, но и для всех методов численного
решения уравнений Навье–Стокса, использующих уравнение Пуассо-
на для отыскания давления.

Метод искусственной сжимаемости. В [6] предложен метод рас-
чета стационарных течений несжимаемых сред, основанный на ис-
пользовании модифицированного уравнения неразрывности

∂p

∂t
+∇V = 0 ,

т.е. вычисления проводятся по схеме

V (n+1/2) − V (n)

ht
= −(∇p)(n) − (V (n)∇)V (n) + Re−1ΔV (n),

p(n+1/2) − p(n)

ht
= −∇V (n).

Численное решение уравнений Навье–Стокса проводится посред-
ством счета на установление, физический смысл имеет только ста-
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Рис. 5. Параллельные пластины и контрольные объемы V1 и V2

ционарное решение. Рассмотрим возможность ускорения сходимости
метода искусственной сжимаемости на примере моделирования раз-
вивающегося симметричного течения между параллельными пласти-
нами (рис. 5).

Интегрирование уравнения неразрывности по контрольным объ-
емам V1 и V2 (см. рис. 5) позволяет получить следующие уравнения
постоянства массового расхода:

1∫

0

u(t, x, y) dy =

1∫

0

u(t, 0, y) dy;

L∫

0

v(t, x, y) dx = −

y∫

0

(
u(t, L, ξ)− u(t, 0, ξ)

)
dy,

которые на равномерной разнесенной сетке аппроксимируются выра-
жениями

hy

Ny∑

j=1

u
(n+1)
ij = hy

Ny∑

j=1

u
(n+1)
1j ; (11)

hx

Nx∑

i=1

v
(n+1)
ij = −hy

j∑

k=1

(
u
(n+1)
Nx+1k

− u(n+1)1k

)
. (12)

Поскольку уравнение (12) связывает значения двух компонент ско-
рости, то имеет значение порядок отыскания компонент скорости из
уравнений движения. В данном случае разностный аналог уравнения
движения по X принимает вид

u
(n+1)
ij − u(n)ij

ht
= −

(
∂px

∂x

)(n+1)

i

+ αij,
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где

αij =

(

−
∂pxy

∂x
−
∂(u2)

∂x
−
∂(vu)

∂y
+
1

Re

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

))(n)

ij

.

Умножая на hy и суммируя по j, получаем

1

ht

(

hy

Ny∑

j=1

u
(n+1)
ij − hy

Ny∑

j=1

u
(n)
ij

)

= −
Ny∑

j=1

hy

(
∂px

∂x

)(n+1)

i

+ hy

Ny∑

j=1

αij .

Отсюда с учетом (11) левая часть выражается через известные значе-
ния на входной границе x = 0. Тогда

(
∂px

∂x

)(n+1)

i

= −
1

ht

(

hy

Ny∑

j=1

u
(n+1)
1j − hy

Ny∑

j=1

u
(n)
1j

)

+ hy

Ny∑

j=1

αij.

Соответственно компонента скорости вычисляется так:

u
(n+1)
ij − u(n)ij

ht
=
1

ht

(

hy

Ny∑

j=1

u
(n+1)
1j − hy

Ny∑

j=1

u
(n)
1j

)

− hy

Ny∑

j=1

αij + αij.

Промежуточные значения компоненты скорости v и “одномерного”
слагаемого py вычисляются аналогично.

На данном временном слое вычисления завершаются расчетом
“многомерного” слагаемого pxy:

(pxy)
(n+1)
ij − (pxy)(n)ij

ht
= −

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)(n)

ij

.

Вычисления проводили на равномерной разнесенной сетке 201 ×
× 201 (h = hx = hy = 1/200) при Re = 100 и L = 10, величина шага
по времени выбрана ht = h/10. Для наглядности величина скорости
на входе задавалась в виде

u
(n)
1j = min

( n

100
; 1
)

v
(n)
1j = 0.

На рис. 6 показано изменение скорости на оси симметрии. Метод
искусственной сжимаемости строился по аналогии с явными схемами,
предназначенными для моделирования сжимаемых течений, поэтому
скорость распространения возмущений с входной границы ограничена
из-за наличия производной p′t в уравнении неразрывности. Использо-
вание в модифицированном методе искусственной сжимаемости урав-
нений постоянства массового расхода (11) и (12) обеспечивает беско-
нечно большую скорость распространения малых возмущений в не-
сжимаемой среде, несмотря на наличие производной p′t в уравнении
неразрывности. Указанное обстоятельство позволяет быстрее полу-
чить стационарное решение, если оно существует.
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Рис. 6. Изменение скорости на оси симметрии

На рис. 7 показаны изменения погрешности R(n)uv (9) и максималь-
ной погрешности разностного аналога уравнения постоянства массо-
вого расхода (11), определяемой как

R(n)u = max
i

∣
∣
∣
∣
∣
hy

Ny∑

j=1

u
(n)
ij − hy

Ny∑

j=1

u
(n)
1j

∣
∣
∣
∣
∣
.

В модифицированном методе величина R
(n)
u остается на уровне по-

грешностей округления.
Cжимаемые среды. Численное решение уравнений Навье–Стокса

∂U

∂t
+
∂E

∂x
+
∂F

∂y
= 0,

U =







ρ
ρu
ρv
ε





 , E =







ρu
ρu2 + p− τxx
ρuv − τxy

(ε+ p)u− uτxx − vτxy + qx





 ,

F =







ρv
ρuv − τxy

ρv2 + p− τyy
(ε+ p)v − uτxy − vτyy + qy





 ,
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Рис. 7. Изменение погрешностейR(n)uvR
(n)
uvR
(n)
uv иR(n)uR

(n)
uR
(n)
u при моделировании течения между

пластинами

часто проводят в переменных скорость–плотность. Одна из первых
явных схем (схема Мак-Кормака [7]) состоит из двух этапов:

Предиктор

Ũ ij = U
(n)
ij −

ht

hx

(
E
(n)
i+1j −E

(n)
ij

)
−
ht

hy

(
F
(n)
ij+1 − F

(n)
ij

)
.

Корректор

U
(n+1)
ij =

1

2

[

U
(n)
ij + Ũ ij −

ht

hx

(
E
(n)
ij −E

(n)
i−1j

)
−
ht

hy

(
F
(n)
ij − F

(n)
ij−1

)
]

.

Данная явная схема имеет второй порядок аппроксимации как по
пространству, так и по времени [8].

Для наглядности моделирование течений сжимаемых сред рассмо-
трено на примере течения в каверне с движущейся крышкой. Инте-
грирование уравнения неразрывности

∂ρ

∂t
+
∂(ρu)

∂x
+
∂(ρv)

∂y
= 0

по контрольным объемам V1 и V2 (см. рис. 1) позволяет получить

118 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2011. № 2



уравнения постоянства массового расхода в виде
x∫

0

1∫

0

∂ρ

∂t
dy dx+

1∫

0

ρ(t, x, y)u(t, x, y) dy = 0; (13)

y∫

0

1∫

0

∂ρ

∂t
dx dy +

1∫

0

ρ(t, x, y)v(t, x, y) dx = 0.

Соответственно разностный аналог уравнения постоянства массового
расхода (13) имеет вид

hxhy

i∑

k=1

Ny∑

j=1

(
∂ρ

∂t

)(n+1)

kj

+ hy

Ny∑

j=1

(ρu)
(n+1)
ij = 0 . (14)

По аналогии с (7) запишем уравнение движения в виде

(ρu)
(n+1)
ij − (ρu)(n)ij

ht
= −

(
∂px

∂x

)(n+1)

i

+ βij . (15)

Умножая на hy и суммируя по j, получаем

1

ht

(

hy

Ny∑

j=1

(ρu)
(n+1)
ij − hy

Ny∑

j=1

(ρu)
(n)
ij

)

= −

(
∂px

∂x

)(n+1)

i

+ hy

Ny∑

j=1

βij,

откуда с учетом (14) следует выражение для градиента “одномерного”
слагаемого px

(
∂px

∂x

)(n+1)

i

=

=
1

ht

(

hxhy

i∑

k=1

Ny∑

j=1

ρ
(n+1)
ij − ρ(n)ij

ht
+ hy

Ny∑

j=1

(ρu)
(n)
ij

)

+ hy

Ny∑

j=1

βij .

Аналогично вычисляются градиенты остальных одномерных слагае-
мых в (1). Далее полученные градиенты рассматриваются как источ-
никовые члены.

Следует отметить, что градиенты «одномерных» слагаемых вычи-
сляются с некоторой погрешностью, которая вызвана использовани-
ем приближения ρ

(n+1)
ij в уравнении постоянства массового расхода.

Данная погрешность компенсируется при вычислении “многомерно-
го” слагаемого pxy следующим образом:

(ρ, ε)→ уравнение состояния→ p→ pxy = p− px − py .

Таким образом, при решении уравнений Навье–Стокса для сжимаемых
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сред часть вычислений проводится в переменных скорость–давление, а
часть — в переменных скорость–плотность. Полученные соотношения
остаются верными и для уравнений Эйлера.

Выводы. Использование декомпозиции давления (1) позволяет ча-
стично учесть взаимодействие между полями скорости и давления
в явных схемах с сохранением явного (безытерационного) характера
вычислений вне зависимости от вида аппроксимации конвективных
и диффузионных членов уравнений Навье–Стокса. Частичный учет
взаимодействия между скоростью и давлением приводит к снижению
объема вычислений работы, необходимого для получения численного
решения. Предложенный метод наиболее эффективен при моделирова-
нии течений с выделенным направлением движения среды. Единствен-
ным ограничением метода является требование структурированности
вычислительной сетки.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 09-01-00151).
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