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В клеточной трансплантологии проблему получения необходимого
количества пересадочного материала решают путем культивирования
стволовых клеток в лабораторных условиях. При этом в культуре кле-
ток возможно появление клонов с хромосомными мутациями. При
трансплантации такого материала имеется риск возникновения кан-
церогенеза у пациента [1]. Для обеспечения безопасности клеточной
терапии необходимо иметь критерии отбраковывания культур, в кото-
рых идет селективное размножение клеток с аномальными хромосом-
ными наборами (клонообразование) с подавлением развития нормаль-
ных клеток.

Для решения этой проблемы в работе [2] предложена математиче-
ская модель динамики селективного размножения клонообразующей
популяции аномальных клеток в культуре стволовых клеток челове-
ка при стандартных лабораторных условиях культивирования. В каче-
стве объекта исследований использовалась размножающаяся культура,
в которой на различных сроках культивирования различают два типа
клеток — нормальные (здоровые) и аномальные (анеуплоидные).

В [2] также предложен возможный путь практического использова-
ния полученной модели, проверка реализуемости которого методами
имитационного моделирования [3] и является основной целью насто-
ящих исследований.

Возможные варианты динамик численностей популяций нор-
мальных и аномальных клеток. Согласно [2] при стандартных усло-
виях культивирования в лабораторных условиях суммарные численно-
сти популяций X(t) нормальных и Y (t) аномальных клеток в момент
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фиксации t ≥ 1 определяются как решения следующей задачи Коши:

X((n0 + 1)τ 0) = a0X(n0τ 0), n0 ∈ {1, 2, . . .};

Y ((n1 + 1)τ 1) = a1Y (n1τ 1) + b1X(n1τ 1), n1 ∈ {1, 2, . . .};

X(0) = X0; Y (0) = 0.

(1)

Комплексные параметры

a0 = (1−Mi0)(1− AE0) + 2Mi0(1− AE0)(1− γ0),

a1 = (1−Mi1)(1− AE1) + 2Mi1(1− AE1),

b1 = 2Mi0(1− AE0)γ0
(2)

полностью определяют характер динамики сумммарной численности
как популяции нормальных, так и популяции аномальных клеток,
образующих изучаемую популяционную систему. В (1) и (2) исполь-
зованы следующие обозначения: верхний индекс j ∈ {0, 1} относится
к характеристикам j-й клеточной популяции, где значение j = 0 со-
ответствует популяции нормальных, а j = 1 — аномальных клеток;
τ j — средняя продолжительность клеточного цикла в j-й популяции,
а nj — номер среднего клеточного цикла в ней; X(n0τ 0) — числен-
ность популяции нормальных клеток в момент фиксации t = n0τ 0;
Y (n1τ 1) — численность популяции аномальных клеток в момент фик-
сации t = n1τ 1; Mij — доля клеток в j-й популяции, разделившихся на
временном интервале длительности τ j; AEj — доля клеток в j-й попу-
ляции, погибающих на временном интервале продолжительностью τ j;
γ0 — доля нормальных клеток в изучаемой популяционной системе,
переходящих на временном интервале длительностью τ 0 в процессе
деления в популяцию аномальных клеток.

Для определения возможных вариантов протекания процессов из-
менения суммарных численностей нормальных и аномальных клеток,
образующих изучаемую популяционную систему, целесообразно ма-
тематическую модель (1) заменить непрерывным аналогом. Используя
стандартные методы такого перехода [4], получаем

dX(t)

dt
=
1

τ 0
(a0 − 1)X(t), t > 0;

dY (t)

dt
=
1

τ 1
(
(a1 − 1)Y (t) + b1X(t)

)
, t > 0;

X(0) = X0; Y (0) = 0,

(3)

где t — текущее время, единица которого соответствует средней про-
должительности клеточного цикла популяции нормальных клеток.

Для удобства анализа выполним в (3) замену времени t = τ 0t, а
также введем новые переменные x = X/X0, y = Y/X0, гдеX0 — число
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посаженных клеток. Тогда система (3) примет вид

dx

dt
= (a0 − 1)х , t > 0;

dy

dt
= μ((a1 − 1)y + b1x), t > 0;

x(0) = 1; y(0) = 0,

(4)

где коэффициент μ = τ 0/τ 1 характеризует отношение скоростей раз-
множения аномальных и нормальных клеток.

Решение задачи Коши (4) находим стандартными методами [4]:

x(t) = e(a
0−1)t, t ≥ 0;

y(t) =






μb1

ϕ
(e(a

0−1)t − eμ(a
1−1)t), ϕ 6= 0, t ≥ 0;

μb1te(a
0−1)t, ϕ = 0, t ≥ 0,

(5)

где ϕ = a0 − 1− μ(a1 − 1).
Проведем параметрический анализ полученных решений.
На рис. 1 приведены графики возможного изменения суммарной

численности популяции нормальных клеток (переменной x) от време-
ни t. Здесь кривая 1 соответствует случаю, когда a0 > 1, кривая 2 —
случаю, когда a0 = 1, а кривая 3 — случаю a0 < 1.

На рис. 2 приведены графики возможного изменения суммарной
численности популяции аномальных клеток (переменной y) от време-
ни t при ϕ = 0. Здесь кривая 1 соответствует случаю, когда a0 > 1,
кривая 2 случаю, когда a0 = 1, а кривая 3 — случаю a0 < 1. На кривой
3 имеем точку t∗ = 1/(1− a0), y∗ = b1μ/(1− a0)e.

Рис. 1. Изменение суммарной численности популяции нормальных клеток
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Рис. 2. Изменение суммарной численности популяции аномальных клеток при
ϕ = 0ϕ = 0ϕ = 0

На рис. 3 приведены графики возможного изменения суммарной
численности популяции аномальных клеток (переменной y) от време-
ни t при ϕ 6= 0. Здесь кривая 1 соответствует случаю, когда значение
хотя бы одного из параметров, a0 или a1, больше 1, т.е. a0 > a1 ≥ 1
или a0 ≥ 1 > a1, или a1 > a0 ≥ 1, или a1 ≥ 1 > a0.

Кривая 2 соответствует случаю, когда a0 = 1 > a1 или a1 = 1 > a0.

Предельное значение y∗ =
b1

(1− a1)e
при a0 = 1 и y∗ =

b1

(1− a0)e
при

a1 = 1.

На рис. 4 приведен график возможного изменения суммарной чи-
сленности популяции аномальных клеток (переменной y) от времени

Рис. 3. Изменение суммарной численности популяции аномальных клеток при
ϕ 6= 0ϕ 6= 0ϕ 6= 0
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Рис. 4. Изменение суммарной численности популяции аномальных клеток при
a0 < 1a0 < 1a0 < 1 и a1 < 1a1 < 1a1 < 1, a0 6= a1a0 6= a1a0 6= a1

t при a0 < 1 и a1 < 1, a0 6= a1. При этом

t∗ =
1

ϕ
ln
(a1 − 1)μ
a0 − 1

;

y∗ =
b1μ

ϕ

(
(a1 − 1)μ
a0 − 1

(a0−1)/ϕ

−
(a1 − 1)μ
a0 − 1

(a1−1)μ/ϕ
)

.

Таким образом, характер динамики суммарных численностей по-
пуляций нормальных и аномальных клеток, образующих изучаемую
популяционную систему, полностью определен значениями параме-
тров a0 и a1, входящих в математическую модель (1) и определяемых
равенствами (2), а значение параметра b1 определяет максимальные
значения переменной y в тех случаях, когда ее изменение ограничено.

В случае, если μ = 1, можно выделить три области значений пара-
метров a0 и a1, при которых реализуются различные сценарии. Пер-
вая область задается неравенствами 0 ≤ a0 < 1 и 0 ≤ a1 < 0, вторая
область — неравенствами 0 ≤ a0 < 1 и a1 > 1, а третья — неравенством
a0 > 1.

В первой области с течением времени численность обоих популя-
ций стремится к нулю. Во второй области численность нормальных
клеток стремится к нулю, а численность аномальных — возрастает. В
третьей области растет численность обеих популяций.

Вернемся к рассмотрению дискретной модели (1) и положим
τ 0 = τ 1. Перейдем к нормализованным переменным x = X/X0,
y = Y/X0, где X0 — число посаженных клеток. Тогда x(0) = 1,

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2011. № 3 35



y(0) = 0 и решение соответствуюшей задачи Коши примет вид

x(k) = (a0)
k
;

y(k) =






b1((a0)k − (a1)k)
(a0 − a1)

, a0 6= a1;

b1(a0)kk

a0
, a0 = a1,

(6)

Сравнивая (5) и (6), можно видеть, что поведение решений задачи
Коши для непрерывной и дискретной моделей похоже.

Решение задачи параметрической идентификации математиче-
ской модели (1). Решение указанной задачи с использованием теорем
об эквивалентности [5] и байесовского подхода [6] удобно представить
как последовательную реализацию следующих трех этапов.

Этап 1. Нахождение точечных оценок â0, â1, b̂1 параметров a0, a1,
b1 математической модели (1).

Пусть далее {(2n0 − 1)τ 0; 2nτ 0} — n-й двухточечный шаблон пер-
вого уравнения состояния в (1), в узлах которого известны экспери-
ментальные значения X2n−1, X2n суммарной численности популяций
нормальных клеток в моменты фиксации t = (2n0 − 1)τ 0 и t = 2n0τ 0

соответственно. Формируем массивы экспериментальных данных

Xч , [X2, X4, . . . , X2N ] ∈M1×N(R),

Xнч , [X1, X3, . . . , X2N−1] ∈M1×N(R).
(7)

Cогласно (1) и (7)

Xч = a
0Xнч + ε, (8)

где матрица-строка ε = [ε1, ε2, . . . εN ] ∈M1×N(R)— реализация случай-
ного возмущения первого из уравнений состояния в исходной матема-
тической модели (1), обусловленного как случайными возмущениями
самой математической модели, так и погрешностями эксперименталь-
ных данных. Таким образом, воспользовавшись теорией псевдообрат-
ных матриц [7] и равенством (8), можно утверждать, что оценка МНК
параметра a0 может быть представлена в явном виде

â0 = XчX
+
нч, (9)

где X+нч — матрица, псевдообратная по отношению к матрице Xнч,
определенной в (7).

Пусть далее {(2n1 − 1)τ 0; 2nτ 1} — n-й двухточечный шаблон вто-
рого уравнения состояния в (1), в узлах которого известны экспери-
ментальные значения Y2n−1, Y2n суммарной численности популяций
аномальных клеток в моменты фиксации t = (2n1 − 1)τ 1 и t = 2n1τ 1
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соответственно. Формируем массивы экспериментальных данных

Yч , [Y2, Y4, . . . , Y2M ] ∈M1×M(R),

Yнч , [Y1, Y3, . . . , Y2M−1] ∈M1×M(R),

Z ,

[
Y1, Y3, . . . , Y2M−1
X1, X3, . . . , X2M−1

]

=

[
Yнч

Xнч

]

∈M2×M(R)

(10)

и согласно (1), (10) получаем

Yч = [a
1, b1]Z + η, (11)

где матрица-строка

η = [η1, η2, . . . , ηM ] ∈ N1×M(R)

является реализацией случайного возмущения второго из уравнений
состояния в математической модели (1). Таким образом, воспользовав-
шись теорией псевдообратных матриц [7] и равенством (11), найдем
оценки МНК параметров a1, b1:

[â1, b̂1] = YчZ
+. (12)

Этап 2. Проверка статистической гипотезы о виде закона распре-
деления случайных возмущений исходной модели состояния.

После нахождения точечных оценок для неизвестных параметров
исходной математической модели (1) и непосредственно перед постро-
ением для них интервальных оценок согласно общей теории и в соот-
ветствии с (8), (9), (11), (12), необходимо проверить статистическую
гипотезу о том, что невязки

ε̂ ≡ [ε̂1, ε̂2, . . . , ε̂N ] , Xч − â0Xнч,

η̂ ≡ [η̂1, η̂2, . . . , η̂M ] , Yч − [â1, b̂1]Z,
(13)

где матрицы экспериментальных данных Xч, Xнч, Yч, Z определены
равенствами (7) и (10), представляют собой реализации нормальных
случайных величин при наличии стандартной альтернативной гипоте-
зы. Для решения этой задачи при проведении настоящих исследова-
ний использовали один из наиболее “жестких” критериев — критерий
Колмогорова–Смирнова в модификации Ю.Н. Тюрина [8], адаптиро-
ванной к выборкам малого объема, и стандартный алгоритм, проил-
люстрированный ниже на примере матрицы строки невязок ε̂, опреде-
ленной в (13):

Шаг 1. Вычисление выборочного среднего

ε̄ ,
1

N

N∑

k−1

ε̂k (14)
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и исправленной выборочной дисперсии

S2 ,
1

N − 1

N∑

k−1

(ε̂k − ε̄)
2 (15)

матрицы-строки невязок ε̂, определенной равенствами (13), (9), (7);
Шаг 2. Центрирование и нормирование элементов матрицы-строки

ε̂, сортировка чисел
{
ε̂k − ε̄
S

}N

k=1

(16)

в порядке возрастания.
Шаг 3. Определение по таблицам или с использованием вычи-

слительных алгоритмов значения {F (yn)}Nn=1 функции распределения
стандартного нормального закона, где через yn, n = 1, N , обозначен
n-й элемент упорядоченного множества, полученного на шаге 2;

Шаг 4. Вычисление значения

λ , sup
n

∣
∣
∣F (yn)−

n

N

∣
∣
∣

√

N − 0,01 +
0,85

N
.

Шаг 5. Применение решающего правила. При уровне значимости
α = 0,05 и пороговом значении квантиля λα = 0,895 воспользоваться
следующим решающим правилом:

λ ≤ λα =⇒ (с уровнем значимости α нет оснований для отклоне-
ния основной гипотезы — приступить к реализации этапа 3);

λ > λα =⇒ (отклонить основную гипотезу в пользу конкуриру-
ющей и вернуться к анализу экспериментальных данных и исходной
математической модели для установления их соответствия изучаемому
процессу).

Этап 3. Апостериорные законы распределения параметров a0, a1, b1

и их интервальное оценивание.
Если с заданным уровнем значимости нет оснований для отклоне-

ния основной гипотезы о том, что матрицы-строки невязок ε̂, η̂, опре-
деленные равенствами (13), являются матрицами реализаций нормаль-
ных случайных величин, то можно доказать [5], что байесовские апо-
стериорные законы распределения параметров a0, a1, b1, построенные
с учетом теории инвариантности Джеффриса [6], являются распреде-
лением Стьюдента. Их плотности распределения вероятности могут
быть представлены в следующем виде:

f(a0|Xч, Xнч) ∼ {S2a + (XнчXнч
T )(a0 − â0)2}−

N
2 ,

S2a , (Xч − â0Xнч)(Xч − â0Xнч)
T ≡ ε̂ε̂T ;

(17)
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f(a1, b1|Yч, Z) ∼ {S2 + [a1 − â1, b1 − b̂1]ZZT [a1 − â1, b1 − b̂1]T}−
M
2 ,

S2 , (Yч − [â1, b̂1]Z)(Yч − [â1, b̂1]Z)T ≡ η̂η̂T .
(18)

При этом в (17) матрицы экспериментальных данных Xч, Xнч опре-
делены равенствами (7), а оценка â0 параметра a0 — равенством (9).
В (18) матрицы экспериментальных данных Y, Z определены равен-
ствами (10), а оценка [â1, b̂1] параметров a1, b1 — равенством (12).

Согласно (17) число степеней свободы

νa = N − 1 (19)

и с используемым уровнем значимости α полуразмах симметричного
доверительного интервала (â0 − l(a0) â0 + l(a0)) для параметра a0

определяется равенством [6]

l(a0) ≡ l(a0, Xч , Xнч, νa, α) =

√
S2a

N(XнчXT
нч)
ht1−α/2(νa),

где νa определена равенством (19), а ht1−α/2(νa) — квантиль распреде-
ления Стьюдента с числом степеней свободы νa уровня 1 − α/2, где
νa определена равенством (19), а α = 0,05.

Число степеней свободы в двумерном распределении Стьюдента
(18)

ν =M − 2 (20)

и с уровнем значимости α полуразмахи l(a1) и l(b1) симметричных
доверительных интервалов для параметров a1 и b1 определяются со-
ответственно равенствами [6]

l(a1) ≡ l(a1, Yч, Z, ν, α) =
√
M−1S2Z11 h

t
1−α/2(ν);

l(b1) ≡ l(b1, Yч, Z, ν, α) =
√
M−1S2Z22 h

t
1−α/2(ν),

где Zkk — k-й элемент матрицы (ZZT )−1, а число степеней свободы
определяется равенством (20).

Определение вероятностей реализаций возможных сценари-
ев изменения численностей взаимодействующих популяций нор-
мальных и аномальных клеток. С использованием данных наблю-
дений за их состояниями эту задачу решали посредством:

а) проведения K-кратной имитации значений {a0j , a
1
j}
K
i=1 параме-

тров a0 и a1 с использованием байесовских апостериорных законов
распределения (17)–(20);

б) определения соответствующего сценария изменения численно-
стей изучаемых популяций для каждой пары значений a0j , a

1
j с исполь-

зованием информации, представленной на рис. 1–4;
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в) использования комбинаторного определения вероятности (опре-
деления Лапласа).

Имитация значений {a0j , a
1
j}
K
i=1 проводилась в два этапа.

На первом этапе с использованием машинного генератора псев-
дослучайных чисел имитировались реализации {y0j , y

1
j}

K
i=1 для двух

независимых равномерно распределенных на отрезке [0, 1] случайных
величин.

На втором этапе, с использованием уже известных байесовских
апостериорных законов распределения параметров a0 и a1, а также
реализаций {y0j , y

1
j}

K
i=1 имитировались реализации {a0j , a

1
j}
K
i=1 по стан-

дартной схеме [3]. Для этого в соответствии со свойствами многомер-
ного распределения Стьюдента [6] и равенствами (18) были определе-
ны байесовские апостериорные маргинальные плотности распределе-
ния вероятностей параметров a1 и b1:

f(a1|Yч, Yнч, Xнч) ∼

∼{S2 + [a1−â1](YнчY
T

нч−YнчX
T
нч(XнчX

T
нч)
−1XнчY

T
нч)[a

1−â1]T}−
M−1
2 ,
(21)

f(b1|Yч, Yнч, Xнч) ∼

∼{S2+[b1−b̂1](XнчX
T
нч−XнчY

T
нч(YнчY

T
нч)
−1YнчX

T
нч)[b

1 − b̂1]T}−
M−1
2 ,
(22)

где S2 , (Yч − [â1, b̂1]Z)(Yч − [â1, b̂1]Z)T ≡ η̂η̂T .
Для проверки предложенного метода получения оценок вероятно-

стей реализации вариантов развития клеточных популяций был прове-
ден вычислительный эксперимент. Параметры математической модели
(1) имели следующие значения: a0 = 1,0500, a1 = 1,1000, b1 = 0,0500.

Для нахождение точечных оценок â0, â1, b̂1 параметров a0, a1, b1 на
первом этапе моделирования c использованием модели (1) были полу-
чены два набора измерений нормированных численностей популяций
нормальных и аномальных клеток x(k), y(k), k = 1, . . . , 20. При мо-
делировании измерений к детерминированным значениям x(k), y(k)
были добавлены случайные возмущения. Вектор случайных возмуще-
ний был получен из нормально распределенной генеральной совокуп-
ности случайных чисел с математическим ожиданием, равным нулю,
и СКО, равным 0,2, реализованной с помощью генератора случайных
чисел системы Matlab.

C использованием (11) и (13) были получены точечные оценки
параметров a0, a1 и b1: â0 = 0,9847, â1 = 1,0705, b̂1 = 0,0493.
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Рис. 5. Случайные реализации оценок â0â0â0 и â1â1â1

Далее с использованием генератора случайных чисел были полу-
чены случайные реализации оценок â0 и â1, распределенные по зако-
ну Стьюдента. Параметры распределений заданы соотношениями (17)
и (21).

Результаты моделирования представлены на рис. 5, и по ним по-
лучены следующие оценки вероятностей реализации описанных вы-
ше трех сценариев: для первой области p1 = 0,076, для второй —
p2 = 0,670, а для третьей — p3 = 0,254.

Заключение. Проведенные исследования показали возможность
использования разработанной модели для качественного анализа ди-
намики селективного размножения популяции аномальных клеток.

Сравнение результатов моделирования с экспериментальными дан-
ными показывают, что полученные расчетные сценарии развития по-
пуляции соответствуют сценариям, реализующимся в эксперименте,
на относительно небольшом интервале времени и лишь качественно
отражают поведение популяций. Так, неограниченный рост численно-
сти в условиях ограниченного пространства и ограниченного питания
невозможен.

Для более точного соответствия математической модели реально-
му процессу необходимо в дальнейшем учесть плотностной фактор,
т.е. изменение количества клеток в единице объема при изменении
численности популяций, что приводит к изменению вероятностей пе-
рехода в различные состояния.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований, проект №09–04–00948a, и проекта
№ 2.1.1/227 аналитической ведомственной целевой программы “Раз-
витие научного потенциала высшей школы (2009–2010 годы)”.
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Уважаемые коллеги!

Научно-исследовательский институт гиперкомплексных систем в
геометрии и физике и Трансильванский университет (г. Брашов, Румы-
ния) приглашают Вас принять участие в Международной конферен-
ции “Финслеровы обобщения теории относительности” (FERT-2011),
которая будет проходить в период с 28 августа по 4 сентября 2011 г. в
г. Брашов (Румыния). Подробную информацию о конференции можно
получить на сайте http://www.hyper-complex.ru/index.php?lang=rus

Оргкомитет

Dear Colleagues,

Research Institute of Hypercomplex Systems in Geometry and Physics
and Transilvania University of Brasov (Romania) invite you to attend the
International Conference VI International Conference “Finsler Extensions
of Relativity Theory” (FERT 2011), August 28th and September 4th, 2011,
which will be held in Brasov, Romania.
http://www.hyper-complex.ru/index.php?lang=eng

Organizing Committee
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