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Рассмотрено построение моделей с нетривиальной кинетической частью в
контексте точных решений уравнений динамики скалярного поля в рамках оцен-
ки тензорно-скалярного отношения. Найдено различие инфляционных параме-
тров для стандартной инфляции медленного скатывания и для инфляционных
моделей, основанных на точных решениях уравнений эволюции скалярного поля.
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The paper considers the construction of models with a nontrival kinetic part within
the exact solutions to the scalar field equations of motion while estimating the tensor-
to-scalar ratio. The difference between the standard inflationary parameters of the
slow rolling and the inflationary models based on the exact solutions of the scalar
field equations of motion was found.
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Введение. В стандартных инфляционных моделях медленного ска-
тывания тензорно-скалярное отношение имеет, как правило, неболь-
шое значение. Это обусловлено спецификой построения таких мо-
делей [1–4]. В работах [5, 6] указана неправомерность ограничения
формы потенциала скалярного поля и проведены оценки тензорно-
скалярного отношения. Это приводит к необходимости построения
инфляционных моделей с большим значением вклада гравитационных
волн в анизотропию реликтового излучения.

В моделях с нетривиальной кинетической частью тензорно-скаляр-
ное отношение может иметь большое значение за счет высокой скоро-
сти распространения гравитационных возмущений.

Динамика скалярного поля. Рассмотрим безмассовое скалярное
поле, которое определяет плотность энергии во Вселенной на инфля-
ционной стадии. Действие запишем следующим образом:

S =

∫
d4x
√
−gL =

∫
d4x
√
−g

[
1

2
∂μφ∂

μφ− V (φ)

]

. (1)
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Из уравнений Эйлера – Лагранжа

∂μ
δ(
√
−gL)
δ∂μφ

−
δ(
√
−gL)
δφ

= 0

получим уравнение �φ + V ′(φ) = 0, где V ′(φ) = dV (φ)/dφ. Учиты-
вая кривизну пространства–времени, запишем оператор д’Аламбера в
виде

�φ =
1
√
−g
∂

∂xμ

(
√
−ggμν

∂φ

∂xν

)

.

Окончательное уравнение, определяющее динамику инфляционного
поля, будет иметь вид [1]

φ̈+ 3Hφ̇−
∇2φ
a2
+ V ′(φ) = 0, (2)

где H = ȧ/a — параметр Хаббла; a — масштабный фактор.
Поскольку скалярное поле в силу равенства нулю недиагональных

компонент тензора Эйнштейна зависит только от времени, можно от-
бросить третий член уравнения (2)

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0. (3)

Уравнение (3) и уравнение Эйнштейна

H2 =
1

3M2P

[
1

2
φ̇2 + V (φ)

]

определяют эволюцию скалярного поля.
Плотность энергии и плотность давления. Варьируя дей-

ствие (1) по метрике gμν , получаем выражение для тензора энергии–
импульса Tμν = ∂μφ∂νφ−gμνL. Сравнивая с релятивистским тензором
энергии–импульса идеальной жидкости Tμν = (p + ρ)uμuν + gμνp за-
пишем уравнения для плотности энергии ρφ и плотности давления pφ:

T 00 = ρφ =
φ̇2

2
+ V (φ) +

(∇φ)2

2a2
;

T ii = pφ =
φ̇2

2
− V (φ)−

(∇φ)2

2a2
.

Из уравнений Эйнштейна следует, что инфляционное поле простран-
ственно однородно, поэтому отбрасываем пространственные произ-
водные [1]. Если V (φ)�φ̇2, то получаем условие ρφ ' −pφ, что являет-
ся условием инфляционной стадии. Инфляция управляется вакуумной
энергией инфляционного поля и, таким образом, получается деситте-
ровское расширение.

Приближение медленного скатывания. Такое приближение опре-
деляет часть потенциала, где происходит инфляция. Необходимо вы-
полнение двух условий [1].
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1. Потенциальная энергия поля больше кинетической V (φ)� φ̇2.
2. Ограничение на вторую производную скалярного поля φ̈� 3Hφ̇.
В таком случае космологические уравнения динамики поля и рас-

ширения Вселенной будут иметь вид

H2'
V (φ)

3MP
; (4)

3Hφ̇'− V ′φ(φ). (5)

Oпределим параметры медленного скатывания.
Разделим уравнение (5) на 3H и возьмем производную по времени.

В результате получим φ̈ = −
V ′′

3H
φ̇ +

V ′

3H2
Ḣ . После деления обеих

частей на 3Hφ̇ имеем

φ̈

3Hφ̇
= −
1

3

(

M2P
V ′′

V
−
Ḣ

H2

)

.

Следует отметить, что было использовано приближенное уравне-
ние (4).

Теперь можно записать параметры медленного скатывания

ε(φ) ∼= −
Ḣ

H2
=
M2P
2

(
V ′φ
V

)

,

где V ′φ — производная потенциала V (φ) по полю φ, η(φ) =M2P
V ′′

V
.

Параметр ε показывает, насколько параметр H изменился со вре-
мени инфляции. Таким образом, ä/a = Ḣ+H2 = (1−ε)H2, инфляция
может быть достигнута только при ε < 1. В общем случае режим
медленного скатывания может быть достигнут, если ε � 1 и η � 1.
Однако эти условия только ограничивают форму потенциала [5].

Модели с нетривиальной кинетической частью. Запишем дей-
ствие, описывающее скалярное поле, которое взаимодействуeт с гра-
витационным следующим образом [7]:

S = Sg + Sφ =

∫
d4x
√
−g

(

−
R

16π
+ p(φ,X)

)

,

где R — скаляр Риччи; p(φ,X) — функция скалярного поля φ;

X =
1

2
∇μφ∇μφ.

В случае обычного скалярного поля зависимость величины X от
величины p тривиальна: p = X + V (φ), в то время как k-инфляция
основана на нетривиальной зависимости p от X . В случае однород-
ного скалярного поля X = (1/2) φ̇ и закон сохранения энергии запи-
сывается в виде ε̇ = −3H(ε + p), в результате получаем уравнения
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для скалярного поля φ̈+3p,XHφ̇+V,φ= 0. Скорость распространения
возмущений можно определить как

c2S =
p,X

ε,X
=

[

1 + 2X
p,XX

p,X

]

.

Обобщение инфляционных моделей медленного скатывания.
Из уравнения (3) следует, что инфляция может происходить, если
условие X,p� p соблюдется достаточно долгое время. Это может
быть достигнуто двумя путями. Первый путь: рассматривая скалярное
поле с p = X −V (φ), можно выбрать плоский потенциал V (φ), такой,
что X � V более чем для 75 e-фолдов. Число e-фолдов определяется

как N =

tend∫

tin

Hdt, где tin и tend — время начала и завершения кос-

мологической инфляции [1]. Это стандартная инфляция медленного
скатывания, и в этом случае cS = 1.

Второй путь представляет k-инфляция, где p — функция X , такая,
что p,X мало. Здесь инфляция полностью основана на кинетической
части и может происходить даже если поле эволюционирует очень
быстро (X велико). Для k-инфляции c2S � 1.

Рассмотрим эволюцию скалярного поля в режиме медленного ска-
тывания с плоским потенциалом, но нетривиальной кинетической ча-
стью. В таких моделях допускается c2S > 1 в течение инфляции и,
таким образом, тензорно-скалярное отношение увеличивается [7, 8].

Запишем лагранжиан следующего вида: p = K(X) + V (φ). В этом
случае ε = 2XK,X − K − V, и уравнение для скалярного поля при-
водится к виду φ̈ + 3p,XHφ̇ + V,φ= 0. Условия медленного скатыва-

ния XK,X� V , K � V , |φ̈| �
V,φ

ε,X
сохраняются по крайней мере

для 75 e-фолдов, так что для потенциала V (φ) происходит обычный
режим медленного скатывания. Например, K(X) = αXβ . Получаем
c2S = 1/(2β − 1). Следовательно, рассмотрев нетривиальную кине-
тическую часть K(X), можно получить произвольную скорость cS ,
которая становится свободным параметром теории.

Тензорно-скалярное отношение можем записать в виде [7, 8]

T

S
= 27

(
cS

(
1 +
p

ε

))

k=aH
. (6)

Здесь все величины вычисляются в тот момент, когда возмущения с
волновым числом k пересекают радиус Хаббла k = aH . Амплиту-
да скалярных возмущений является свободным параметром теории и
может быть взята из наблюдений. Следовательно, в моделях, в кото-
рых cS > 1, масштабы энергий должны быть выше, чем в инфляции
медленного скатывания.
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Тензорно-скалярное отношение можно оценить на основе параме-
тров инфляции. Существует различие точных решений и решений,
полученных из приближения медленного скатывания. Это различие
можно определить путем сравнения параметра медленного скатыва-
ния ε и инфляционного параметра для точных решений γ.

Различие параметров ε и γ. Определим различие параметров
медленного скатывания ε и инфляционного параметра γ, который явля-
ется аналогом параметра ε для точных решений.

Запишем параметр медленного скатывания ε =
M2P
2

(
V ′φ
V

)

. В та-

ком случае параметр γ будет определяться как γ =
M2P
2

(
W ′φ
W

)

, где

W = (1/2) φ̇2 + V (φ) — потенциал полной энергии [5].
Вычислим их отношение

[
γ(t)

ε(t)

]1/2
=
W ′φ
W

V

V ′φ
=

(
W ′φ
W

)
W − (1/2)φ̇2

W ′φ − (1/2)(φ̇
2)′φ
. (7)

Исходя из уравнений эволюции скалярного поля [6], отношение (7)
можно переписать в виде

[
γ(t)

ε(t)

]1/2
=

[

1 +
1

3

Ḣ

H2

][

1 +
Ḧ

HḢ

]−1

. (8)

Рассматривая γ = −Ḣ/H2, получаем

1

3− γ(t)

[
γ(t)

ε(t)

]1/2
=
1

3

[

1 +
Ḧ

HḢ

]−1

.

Обозначим f(t) =
1

3

[

1 +
Ḧ

HḢ

]−1

и в результате запишем выражение

для параметра медленного скатывания ε через параметр инфляции γ:

ε =
γ

f 2(t)(3− γ)2
. (9)

Можно также найти параметр γ из параметра медленного скатыва-
ния ε:

γ = 1 +
1−

√
1 + 4f 2(t)ε

2ε
. (10)

Уравнения (8)–(10) позволяют найти взаимосвязь между параметром
медленного скатывания ε и инфляционным параметром γ.

Следовательно, можно перейти от оценок тензорно-скалярного от-
ношения, основанных на приближении медленного скатывания, к точ-
ному значению и определить различие.
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Построение модели. Рассмотрим лагранжиан p(φ,X) =

=
1

α

[
1− e−αX

]
− V (φ), где α — константа.

Вычислим p,X = αeαX , p,XX = −α2eαX . Таким образом, скорость
распространения космологических возмущений составит

c2S =

[

1 + 2X
p,XX

p,X

]−1
=

1

1− 2αX
. (11)

Согласно (11), в предельном случае X → 0 скорость распространения
возмущений cS равна скорости света.

Запишем систему уравнений эволюции скалярного поля

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0; (12)

H2 =
1

3M2P

[
1

2
φ̇2 + V (φ)

]

. (13)

Из системы уравнений (12), (13) получим (1/2)φ̇2 = −2M2P Ḣ . Отсюда
с учетом H = ȧ/a из уравнения (11) находим

c2S =
a2

2αM2P (äa− ȧ2) + a2
.

Таким образом, исходя из вида масштабного фактора, можно опреде-
лить скорость распространения космологических возмущений.

Проведем расчет скорости распространения космологических воз-
мущений для экспоненциальной инфляции и деситтеровских решений.

В случае экспоненциальной инфляции

a(t) = a0t
n; c2S =

1

1− 4αM2Pn

t2

.

Для деситтеровского решения

a(t) = a0 cosh(λt); c
2
S =

cosh(λt)2

4αM2Pλ
2 + cosh(λt)2

.

Согласно (6), скорость распространения космологических возму-
щений связана с отношением амплитуд тензорных и скалярных воз-
мущений T/S = 4γ на пересечении радиуса Хаббла

γ =
27

4

(
cS

(
1 +
p

ε

))

k=aH
.

Следовательно, значение c2S на пересечении возмущениями ради-
уса Хаббла позволяет оценить различие параметров медленного ска-
тывания ε и инфляционного параметра γ, что дает возможность кор-
ректно сопоставить космологические модели с наблюдательными дан-
ными.
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Заключение. В работе было проведено исследование моделей с
нетривиальной кинетической частью в контексте сравнения точных и
приближенных решений уравнений эволюции скалярного поля. Най-
дена связь между значением скорости космологических возмущений
и видом масштабного фактора.

В теориях с нетривиальной кинетической частью вклад гравитаци-
онных волн в анизотропию реликтового излучения может быть суще-
ственно больше, чем в простых инфляционных моделях. Увеличение
тензорно-скалярного отношения приводит к большей B-компоненте
поляризации реликтового излучения, т.е. лучшей возможности обна-
ружения гравитационных волн. Другим важным следствием таких мо-
делей является более высокие энергии инфляции и, таким образом,
более высокая температура перенагрева, чем в случае простой инфля-
ции.
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