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На основе общего вариационного принципа Лагранжа для трехмерных уравне-
ний теории упругости с помощью теории асимптотических разложений по ма-
лому параметру, представляющему собой отношение толщины к характерной
длине пластины, без введения гипотез относительно характера распределения
перемещений и напряжений по толщине, выведено вариационное уравнение ти-
па Лагранжа для тонких многослойных пластин. Показано, что вариационное
уравнение эквивалентно системе дифференциальных уравнений теории пла-
стин Кирхгофа – Лява. Разработанная асимптотическая теория пластин дает
математически строгое (в асимптотическом смысле) обоснование классиче-
ской теории пластин Кирхгофа – Лява, но в отличие от классической модели
пластин Кирхгофа – Лява разработанная асимптотическая теория позволяет
найти распределения всех шести компонент тензора напряжений. Выведены
вариационные принципы типа Хеллингера – Рейсснера и Германна для асимпто-
тической теории пластин.
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The article presents a derivation of the Lagrange type variational equation for
thin multilayer plates based on the variational Lagrange principle for the three-
dimensional equations of the elasticity theory with the help of the theory of the
asymptotic small-parameter expansions. The parameter was the ratio of a thickness
and a typical length of the plate without introducing any hypotheses about the nature
of the distribution of both stresses and displacements in thickness. It is shown that the
variational equation is equivalent to the differential equation system of the Kirchhoff –
Love plate theory. The developed asymptotic plate theory provides a mathematically
rigorous (in the asymptotic sense) justification of the classical Kirchhoff – Love plate
theory, but unlike the Kirchhoff – Love plate model, the developed asymptotic theory
allows finding the distribution of all six components of the stress tensor. Variational
principles of Hellinger – Reissner and Hermann types were derived for the asymptotic
theory of thin plates.

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 4 67

mailto:dimit.bmstu@gmail.com
mailto:gubareva_ea@pochta.ru
mailto:yvyurin@yandex.ru
mailto:dimit.bmstu@gmail.com
mailto:gubareva_ea@pochta.ru
mailto:yvyurin@yandex.ru


Keywords: multilayer thin plates, asymptotic plate theory, asymptotic averaging
method, asymptotic expansions, Lagrange variational principle, Hellinger – Reissner
principle, Hermann principle.

Введение. В настоящее время расчет инженерных тонкостен-
ных конструкций, несмотря на появление мощных вычислительных
средств, позволяющих решать сложные задачи теории упругости в
трехмерной постановке, осуществляется все же, в основном, с помо-
щью методов двумерных теорий пластин и оболочек. Это связано с
тем, что указанными методами удается значительно снизить требова-
ния к характеристикам вычислительной техники, главным образом, к
оперативной памяти ЭВМ. Поэтому интерес к модификации классиче-
ских теорий пластин и оболочек, в целях повышения точности расчета
напряженно-деформированного состояния тонких тел, приблизив их
к расчетам по трехмерной теории упругости, продолжает оставать-
ся весьма большим [1–3]. Принципиально новый подход к теории
тонких пластин, основанный на асимптотическом анализе трехмер-
ных уравнений теории упругости, без принятия каких-либо гипотез
относительно характера перемещений, деформаций и напряжений
по толщине пластин был предложен в работах [4–19]. В результате
применения этот подхода в работах [10, 13] были разработаны асим-
птотические теории упругих, термоупругих [11], нелинейно-упругих
[18], вязкоупругих [14–17] многослойных и композитных пластин,
а также двояко-периодических тонких пластин (гофрированных, со-
товых, сетчатых конструкций) [12]. Сравнение результатов расчета
напряженно-деформированного состояния пластин при изгибе с ис-
пользованием трехмерной теории упругости и разработанной асим-
птотической теории пластин проведено в работах [11, 19]. Сравнение
показало следующее: асимптотическая теория обеспечивает очень вы-
сокую точность расчетов, которую трехмерная теория упругости мо-
жет дать только при использовании очень мелких конечно-элементных
сеток, что при практических приложениях представляет собой зна-
чительную проблему. Цель настоящей статьи — вывод вариационных
уравнений асимптотической теории пластин, основанных, как и сама
теория, на строгом асимптотическом анализе вариационных урав-
нений трехмерной теории упругости. Эти вариационные уравнения
являются теоретической основой для разработки метода конечного
элемента для решения задач асимптотической теории пластин. Кроме
того, еще одна цель работы — точное математическое обоснование
классической теории пластин Кирхгофа – Лява.

Основные допущения асимптотической теории пластин. Рас-
смотрим многослойную пластину постоянной толщины, введем малый
параметр κ = h/L � 1 как отношение общей толщины пластины h
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к характерному размеру всей пластины L (ее максимальной длине).
Введем глобальные (xk) и локальную (ξ) координаты

xk = x̃k/L; ξ = x3/κ, k = 1, 2, 3, (1)

где x̃k — обычные декартовы координаты, ориентированные так, что
ось Ox̃3 направлена по нормали к внешней и внутренней плоско-
стям пластины, а оси Ox̃1 и Ox̃2 принадлежат срединной поверхно-
сти пластины. Предположим, что существует два масштаба изменения
перемещений uk пластины: один по направлениям осей Ox̃1 и Ox̃2, а
второй по направлению оси Ox̃3. Координаты x3 и ξ в методе асимпто-
тического осреднения рассматриваются как независимые переменные.
Координата ξ по толщине пластины изменяется в диапазоне значений
−0,5 < ξ3 < 0,5.

Рассмотрим для пластины трехмерную задачу линейной теории
упругости [20]

∇jσij = 0;

εij =
1

2
(∇jui +∇iuj) ;

σij = Cijklεkl;

Σ3± : σi3 = −p̃±δi3, ΣT : ui = uei, ΣσT : σijnj = S̃ei;

ΣS : [σi3] = 0, [u3] = 0,

(2)

состоящую из уравнений равновесия, соотношений Коши, обобщенно-
го закона Гука, граничных условий на внешних поверхностях пласти-
ны оболочки — на внешней и внутренней поверхности Σ3± (их уравне-
ние имеет вид x̃3 = ±h/2) и на торцевой поверхности ΣuT ∪Σ

σ
T = ΣT , а

также граничных условий на поверхности контакта ΣS слоев пласти-
ны ([ui] — скачок функций), которые могут и отсутствовать, например,
для однослойной пластины.

В уравнениях (2) использованы следующие обозначения: σij — ком-
поненты тензора напряжений; εij — компоненты тензора деформаций;
uj — компоненты вектора перемещений; ∇j = ∂/∂x̃j — оператор диф-
ференцирования по декартовым координатам; Cijkl(ξ) — компоненты
тензора модулей упругости, который полагается зависящим от коор-
динаты ξ3 = ξ, так как тензор различен для разных слоев пластины;
S̃ei — заданный вектор напряжений на торцевой поверхности пласти-
ны. Никакого специального допущения об анизотропии материалов
слоев пока не делаем, т.е. тензоры модулей упругости имеют по 21
независимой компоненте [21].
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Примем основные допущения:
1) давление p̃± на внешней и внутренней поверхностях пластины

имеет порядок малости O(κ3):

p̃± = κ
3p±, p± = O(1)E0, (3)

где E0 — характерное значение модуля упругости материала пластины
(размерная величина); O(1) — безразмерная величина порядка 1;

2) сдвиговые напряжения σ3jnj = S̃e3 на части торцевой поверхно-
сти пластины ΣσT имеют порядок малостиO(κ), а остальные — порядок
O(1):

ΣσT : S̃e3 = κSe3, S̃eI = SeI . (4)

Как правило, допущения (3) и (4) соответствуют реальным условиям
нагружения тонких пластин.

Асимптотические разложения. Задача (2) содержит локальную
координату ξ, а также малый параметр κ в граничных условиях (это
коэффициент при давлении). В связи с этим ее решение ищем в виде
асимптотических разложений по параметру κ в виде функций, завися-
щих от глобальных и локальной координат [10, 11]:

uk = u
(0)
k (xI) + κu

(1)
k (xI , ξ) + κ

2u
(2)
k (xI , ξ) + κ

3u
(3)
k (xI , ξ) + . . . ; (5)

εij = ε
(0)
ij + κε

(1)
ij + κ

2ε
(2)
ij + . . . ; (6)

σij = σ
(0)
ij + κσ

(1)
ij + κ

2σ
(2)
ij + . . . (7)

Здесь и далее индексы, обозначенные прописными буквами I, J,K, L,
принимают значения 1, 2, а индексы, обозначенные строчными буква-
ми i, j, k, l, — значения 1, 2, 3.

Будем использовать обозначения для производных по локальной
координате u(1)i/3 = ∂u

(1)
i /∂ξ и по глобальным координатам u(1)i,j =

= ∂u
(1)
i /∂xj , также введем операцию осреднения по толщине пла-

стины

< u
(1)
i >=

0,5∫

−0,5

u
(3)
i dξ. (8)

Перемещения в пластине. Подставляя асимптотические разложе-
ния (5)–(7) в систему уравнений (2) и собирая в ней члены при оди-
наковых степенях от параметра κ, получаем рекуррентную последова-
тельность специальных локальных задач теории упругости нулевого,
первого, второго и третьего и т.д. приближений для нахождения всех
членов асимптотических разложений (5)–(7). Подробности этого ме-
тода изложены в работах [10, 11]. Для перемещений все члены разло-
жения выше нулевого приближения, т.е. u(1)k , u

(2)
k , u

(3)
k . . . — линейные
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функции нулевого приближения u(0)k и его производных u(0)k/I , u
(0)
k/IK

и т.д. После подстановки выражений для функций u(1)k , u
(2)
k , u

(3)
k . . . в

асимптотическое разложение (5), после выбора только главных членов
ряда (более высокие асимптотики отбрасываем) получаем, что пере-
мещения в пластине с точностью до членов второго порядка малости
имеют вид

uI = u
(0)
I − κξu

(0)
3,I + 2κε

(0)
KLUIKL(ξ);

u3 = u
(0)
3 + κε

(0)
KLU3KL(ξ),

(9)

где обозначены деформации срединной поверхности пластины в ну-
левом приближении

ε
(0)
KL =

1

2
(u
(0)
K,L + u

(0)
L,K), (10)

а также функции, относящиеся к известным величинам

UiKL(ξ) =<

ξ∫

−0,5

C−1i3j3Cj3KLdξ > −

ξ∫

−0,5

C−1i3j3Cj3KLdξ. (11)

Осредняя выражения (9) по толщине с учетом (8) и (11), опреде-
ляем < uI >= u

(0)
I , < u3 >= u

(0)
3 , т.е. перемещения нулевого прибли-

жения u(0)k являются средними по толщине перемещениями пласти-
ны и могут не совпадать с перемещениями срединной поверхности

пластины uk

∣
∣
∣
ξ=0

, относительно которых, как правило, в теории пла-

стин и формулируются кинематические допущения в приближенных

теориях пластин. Для однослойных пластин перемещения uk
∣
∣
∣
ξ=0

и

< uI >= u
(0)
I совпадают.

В инженерной практике чаще всего применяют ортотропные или
моноклинные материалы [22], содержащие не более чем 13 не-
зависимых упругих модулей Cijkl. Тканевые композиты, слоисто-
волокнистые композиты с различными углами ориентации волокон —
все они принадлежат к моноклинному классу анизотропии. В ин-
женерной практике немоноклинные материалы встречаются крайне
редко, это в основном кристаллические материалы, применяемые в
электротехнике.

Для моноклинных материалов матрица модулей упругости имеет
следующий вид [22]:
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(Cijkl)=











C1111 C1122 C1133 0 0
√
2C1112

C2222 C2233 0 0
√
2C2212

C3333 0 0
√
2C3312

2C2323
√
2C2313 0

симметрия 2C1313 0
2C1212











. (12)

Для моноклинных материалов ненулевыми являются только 13
констант, указанных в выражении (12), поэтому для них тензор
ZIKL = C

−1
I3j3Cj3KL имеет только нулевые компоненты и, следова-

тельно, компоненты тензора третьего ранга UIKL(ξ) все нулевые.
Ненулевой является матрица U3KL(ξ):

UIKL(ξ) = 0, U3KL(ξ) =<

ξ∫

−0,5

C33KL

C3333
dξ > −

ξ∫

−0,5

C33KL
C3333

dξ. (13)

Подставляя (13) в (9), получаем, что для моноклинных материалов
продольные перемещения uI линейно зависят от поперечной коорди-
наты ξ, как и в классических теориях Тимошенко и Кирхгофа – Лява
[23–25]:

uI = u
(0)
I − κξu

(0)
3,I . (14)

Однако этот факт не является допущением, как это обычно принято в
классических теориях пластин, а представляет собой итог асимптоти-
ческих разложений уравнений общей трехмерной теории упругости,
т.е. строгим математически доказательным результатом. Для немоно-
клинных материалов линейного закона распределения продольных пе-
ремещений уже может не быть.

В отличие от классических теорий Тимошенко и Кирхгофа – Лява
поперечное перемещение u3 пластины, в соответствии с формулой (9),
зависит от поперечной координаты ξ.

Осредненные уравнения равновесия многослойных пластин.
Для вычисления перемещений нулевого приближения u(0)k согласно
разработанному методу [10, 11] получаем осредненные уравнения рав-
новесия тонких пластин

TIJ,J = 0, QJ,J = Δp̄, MIJ,J −QI = 0, (15)

которые по форме совпадают с традиционными уравнениями теории
тонких пластин, где TIJ — усилия; MIJ — моменты; QI — перерезыва-
ющие силы; Δp̄ = κ2Δp, Δp = p+ − p−.

В разработанной теории усилия TIJ , моментыMIJ и перерезываю-
щие силыQI в пластине вводятся с помощью следующих осредненных
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соотношений:

TIJ =< σIJ >=< σ
(0)
IJ > +κ < σ

(1)
IJ > + . . . ;

MIJ = κ < ξσIJ >= κ < ξσ
(0)
IJ > +κ

2 < ξσ
(1)
IJ > + . . . ;

QI = κ < σI3 >= κ < σ
(1)
I3 > +κ

2 < σ
(2)
I3 > + . . .

(16)

Подставляя выражения (6), (7) для деформаций и напряжений σ(0)IJ ,
σ
(1)
IJ , а также определяющие соотношения системы (2) в интегралы

формул (16) и удерживая в них только первые два приближения, на-
ходим осредненные определяющие соотношения теории пластин:

TIJ = C̄IJKLε
(0)
KL + BIJKLηKL +KIJKLMε

(0)
KL,M ;

MIJ = BIJKLε
(0)
KL +DIJKLηKL + K̄IJKLMε

(0)
KL,M ;

QI = KIJKLε
(0)
KL,J + κ

2 < σ
(2)
I3 > .

(17)

Здесь C̄IJKL =< C
(0)
IJKL >=< CIJKL > − < CIJk3C

−1
k3i3Ci3KL >,

C
(0)
IJKL = CIJKL − CIJk3C

−1
k3i3Ci3KL — тензоры осредненных упругих

констант пластины; BIJKL=κ < ξC
(0)
IJKL >, KIJKLM=κ < Ñ

(0)
IJKLM >;

KIJKL=κ <

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
IJKL > −C

(0)
IJKL)dξ >; D̄IJKL = κ2 < ξ2C

(0)
IJKL >;

K̄IJKLM = κ
2 < ξÑ

(0)
IJKLM >; Ñ

(0)
IJKLM = N

(0)
IJKLM + ΦIJKLM ;

N
(0)
IJKLM = −CIJk3C

−1
k3P3

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
PMKL > −C

(0)
PMKL)dξ =

= ZPIJ

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
PMKL > −C

(0)
PMKL)dξ;ΦKLMNS(ξ) = Φ̃KLMNS(ξ)−

− < Φ̃KLMNS(ξ) >=
1

2
(UKMNδLS + ULMNδKS); Φ̃KLMNS(ξ) =

= −

ξ∫

−0,5

(C−1K3i3δSL + C
−1
L3i3δSK)Ci3MNdξ.

В систему осредненных определяющих соотношений (17) входят
деформации нулевого приближения ε(0)KL (10), кривизны ηKL и гради-
енты деформаций ε(0)KL,N :

ηKL = −u
(0)
3,KL, ε

(0)
IJ,K =

1

2
(u
(0)
I,JK + u

(0)
J,IK), (18)
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которые зависят от трех функций u(0)I , u(0)3 глобальных переменных
xI . Как было отмечено выше, для моноклинных материалов тензо-
ры третьего ранга ZIKL = C

−1
I3j3Cj3KL и UKMN имеют только нуле-

вые компоненты, следовательно, для этих материалов обращаются в
ноль тензоры ΦIJKLM = 0, N

(0)
IJKLM = 0, Ñ

(0)
IJKLM = 0, K̄IJKLM = 0,

KIJKLM = 0, и определяющие соотношения (17) принимают “класси-
ческий” вид, как в теориях Тимошенко и Кирхгофа – Лява:

TIJ = C̄IJKLε
(0)
KL + BIJKLηKL;

MIJ = BIJKLε
(0)
KL +DIJKLηKL;

QI = κ
2 < σ

(2)
I3 > .

(19)

Подставляя выражения (18) в (19), а затем в (15), запишем систему
осредненных уравнений равновесия пластины относительно трех не-
известных функций u(0)I , u(0)3 :

C̄IJKLu
(0)
K,LJ + BIJKLu

(0)
3,KLJ = 0;

BIJKLu
(0)
K,LJI +DIJKLu

(0)
3,KLJI = Δp̄.

(20)

Система имеет четвертый порядок относительно прогиба u(0)3 и
третий порядок производных относительно продольных перемещений
u
(0)
I , как в классической теории пластин Кирхгофа – Лява.

Напряжения в пластине. После решения осредненной систе-
мы (20) и нахождения функций u(0)I , u(0)3 , вычисляем деформации
(10), а затем напряжения по формуле σ(0)IJ = C

(0)
IJKLε

(0)
KL. Сдвиговые

напряжения σ(0)I3 и поперечное напряжение σ(0)33 , как было устано-
влено в работах [10, 11], в пластине тождественно равны нулю,
поэтому для моноклинных материалов равны нулю и деформации
ε
(0)
I3 = −C

−1
I3i3Ci3KLε

(0)
KL = 0:

σ
(0)
i3 = 0, ε

(0)
I3 = 0. (21)

Ненулевые значения сдвиговых напряжений появляются у следующего
члена асимптотического разложения σ(1)I3 . Для поперечного напряже-
ния первое в асимптотическом ряду ненулевое значение — это значение
σ
(2)
33 . В результате, сохраняя в асимптотическом разложении (7) только

главные ненулевые члены и отбрасывая члены более высокого поряд-
ка малости, получаем выражения для всех шести компонент тензора
напряжений:

σIJ = σ
(0)
IJ ;
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σ33 = −κ
2

ξ∫

−0,5

(< σ
(1)
3J,J > −σ

(1)
3J,J)dξ+

+ κ3(−p− −Δp(ξ + 0, 5) +

ξ∫

−0,5

(< σ
(2)
3J,J > −σ

(2)
3J,J)dξ); (22)

σI3 = κσ
(1)
I3 + κ

2

ξ∫

−0,5

(< σ
(1)
IJ,J > −σ

(1)
IJ,J)dξ.

Входящие в выражения (22) напряжения σ(1)I3 , σ(1)IJ и σ(2)I3 вычисляются
по формулам (для моноклинных материалов):

σ
(0)
IJ = C

(0)
IJKLε

(0)
KL;

σ
(1)
IJ = ξC

(0)
IJKLηKL;

σ
(1)
I3 = ε

(0)
KL,J

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
IJKL > −C

(0)
IJKL)dξ; σ

(1)
33 = 0;

σ
(2)
I3 = ηKL,J

ξ∫

−0,5

(< ξ̃C
(0)
IJKL > −ξ̃C

(0)
IJKL)dξ̃.

(23)

Все соотношения (23) содержат только один набор неизвестных
функций — деформации ε(0)KL и компоненты тензора искривлений ηKL —
эти величины полностью вычисляются после решения осредненных
уравнений теории пластин (20). Таким образом, асимптотическая те-
ория тонких пластин позволяет найти все шесть компонент тензора
напряжений. Важным ее результатом является то, что для моноклин-
ных материалов она приводит (т.е. математически обосновывает) к
классическим осредненным уравнениям теории тонких пластин Кирх-
гофа – Лява.

Вывод вариационного уравнения для асимптотической теории
пластин. Рассмотрим общее вариационное уравнение трехмерной за-
дачи линейной теории упругости (2), которое может быть записано в
следующем виде [20]:

∫

V

σij(εkl(u))δεij(u)dV =

∫

Σσ

S̃eiδuidΣ, (24)

где Σσ = Σ3± ∪ ΣσT — часть поверхности пластины, на которой задан
вектор напряжений S̃ei и давление p̃±. Запись σij(εkl(u)) означает, что
тензор напряжений может быть представлен как функция тензора де-
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формаций εkl(u) = (∇luk +∇kul) /2 с помощью обобщенного закона
Гука σij = Cijklεkl.

Согласно асимптотической теории, перемещения пластины могут
быть представлены в виде (9) и (14), поэтому вариации перемещений
имеют вид δuI = δu

(0)
I − κξδu

(0)
3,I ; δu3 = δu

(0)
3 + κδε

(0)
KLU3KL. В соответ-

ствии с (6) деформации εij в асимптотической теории с точностью до
членов второго порядка малости имеют вид εij = ε

(0)
ij + κε

(1)
ij , причем

согласно (21) и

ε
(0)
KL =

1

2
(u
(0)
K,L + u

(0)
L,K), ε

(0)
I3 = 0,

ε
(0)
33 = ε

(0)
KLU3KL/3 = −ε

(0)
KL

C33KL

C3333
;

ε
(1)
KL = ξηKL, ε

(1)
k3 = −ε

(0)
KL,JC

−1
k3I3

ξ∫

−0,5

(< C
(0)
IJKL > −C

(0)
IJKL)dξ.

(25)

Тогда вариации деформаций составят

δεij = δε
(0)
ij + κδε

(1)
ij . (26)

Преобразуем теперь интеграл в левой части функционала (20):
∫

V

σij(εkl(u))δεij(u)dV =

=

∫

V

σIJδεIJdV + 2

∫

V

σk3δεk3dV +

∫

V

σ33δε33dV. (27)

Подставляя в (25) формулы (7) и (26) и учитывая, что величины
δε
(0)
MN ,δηIJ не зависят от координаты ξ, получаем
∫

V

σij(εkl(u))δεij(u)dV =

= h

∫∫

Σ0

{
< σ

(0)
IJ > δε

(0)
IJ + 2 < σ

(0)
I3 δε

(0)
I3 > + < σ

(0)
33 δε

(0)
33 > +

+ κ(< σ
(1)
IJ > δε

(0)
IJ+ < σ

(0)
IJ δε

(1)
IJ > +2 < σ

(1)
I3 δε

(0)
I3 > +

+ 2 < σ
(0)
I3 δε

(1)
I3 > + < σ

(1)
33 δε

(0)
33 > + < σ

(0)
33 δε

(1)
33 >)

}
dΣ, (28)

где Σ0 — срединная поверхность пластины.

В силу (21), (23), (25) σ(0)i3 = 0, ε
(0)
I3 = 0, σ

(1)
33 = 0, тогда выражение

(28) приводим к виду
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∫

V

σij(εkl(u))δεij(u)dV =

= h

∫∫

Σ0

{
(< σ

(0)
IJ > +κ < σ

(1)
IJ >)δε

(0)
IJ + κ < σ

(0)
IJ δε

(1)
IJ >)

}
dΣ. (29)

С учетом ε(1)KL = ξηKL и обозначений (16) для усилий и моментов
выражение (29) можно записать так

∫

V

σij(εkl(u))δεij(u)dV = h

∫∫

Σ0

{
TIJδε

(0)
IJ +MIJδηIJ

}
dΣ. (30)

Преобразуем второй интеграл в (24) как
∫

Σσ

S̃eiδuidΣ =

∫

ΣσT

S̃eiδuidΣ +

∫

Σ3+

S̃eiδuidΣ +

∫

Σ3−

S̃eiδuidΣ. (31)

Поскольку на внешней (Σ3+ = {ξ = 0, 5}) и внутренней (Σ3− =
={ξ = −0, 5}) поверхностях согласно (2) задано давление S̃ei = −p̃±δi3,
x ∈ Σ3±, то ∫

Σ3±

S̃eiδuidΣ = ∓
∫

Σ0

p̃±δu3dΣ. (32)

Интеграл в (31) по части торцевой поверхности ΣσT преобра-

зуем следующим образом:
∫

ΣσT

S̃eiδuidΣ = h

∫

Cσ

< S̃eiδui > dl, где

Cσ ⊂ ∂Σ0 — часть контура ∂Σ0, ограничивающего срединную поверх-
ность пластины Σ0, на котором задан вектор напряжений S̃ei; dl —
элемент дуги этого контура. Тогда с учетом (14) и (9) имеем
∫

ΣσT

S̃eiδuidΣ = h

∫

Cσ

< S̃eiδui > dl =

= h

∫

Cσ

{< SeI > δu
(0)
I − κ < ξSeI > δu

(0)
3,I + κ < Se3 > δu

(0)
3 }dl. (33)

Поскольку S̃ei = σijnj , входящие в выражение (33) средние величины
можно представить как

< S̃eI >=< σIJ > nJ = TIJnJ = TeI ;

κ < ξS̃eI >= κ < ξσIJ > nJ =MIJnJ =MeI ;

κ < S̃e3 >= κ < σ3J > nJ = QJnJ = Qe.

(34)

Следовательно, поверхностный интеграл (31) с учетом (32)–(34)
можно записать так
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∫

Σσ

S̃eiδuidΣ = −
∫

Σ0

(p̃+ − p̃−)δu
(0)
3 dΣ+

+ h

∫

Cσ

{TeIδu
(0)
I −MeIδu

(0)
3,I +Qeδu

(0)
3 }dl. (35)

Подставляя (35) и (30) в (20), получаем вариационное уравнение

h

∫∫

Σ0

{
TIJδε

(0)
IJ +MIJδηIJ

}
dΣ = −

∫

Σ0

(p̃+ − p̃−)δu
(0)
3 dΣ+

+ h

∫

Cσ

{TeIδu
(0)
I −MeIδu

(0)
3,I +Qeδu

(0)
3 }dl.

После обезразмеривания всех величин с учетом (2) запишем окон-
чательно искомое вариационное уравнение, соответствующее вариа-
ционному принципу Лагранжа для асимптотической теории пластин
∫∫

Σ0

{
TIJδε

(0)
IJ +MIJδηIJ

}
dΣ = −κ2

∫

Σ0

Δpδu
(0)
3 dΣ+

+

∫

Cσ

{TeIδu
(0)
I −MeIδu

(0)
3,I +Qeδu

(0)
3 }dl. (36)

Покажем, что вариационное уравнение (36) эквивалентно системе
осредненных уравнений равновесия пластины (15), к которой следует
присоединить граничные условия на контуре Cu ∪ Cσ = ∂Σ0 края
пластины Cu: u

(0)
i = uei, u

(0)
3,n = ue3,n;

Cσ: TIJnJ = TeI , QJnJ+((MeI−MIJnJ)τI),τ = Qe, MIJnInJ =MeInI ,
(37)

где τI , nI — компоненты единичных векторов касательной и нормали к
контуру ∂Σ0; ( ∙ ),τ , ( ∙ ),n — производные по касательному направлению
и нормали. На вариации δu(0)i накладываются условия

Cu : δu
(0)
i = 0, δu

(0)
3,n = 0. (38)

Поскольку нулевые сдвиговые деформации ε(0)I3 = 0 можно пред-

ставить в виде ε(0)I3 = 0 =
1

2
(u
(0)
3,I + γI) [10, 11], где γI = u

(1)
I/3 = −u

(0)
3,I —

углы поворота нормали к срединной поверхности пластины и ηKL =
= −u(0)3,KL = γK,L, уравнение (36) можно записать в виде
∫∫

Σ0

{
TIJδu

(0)
I,J +MIJδγI,J

}
dΣ =
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= −
∫

Σ0

Δp̄δu
(0)
3 dΣ +

∫

Cσ

{TeIδu
(0)
I +MeIδγI +Qeδu

(0)
3 }dl. (39)

Применяя к левой части (39) правило дифференцирования произведе-
ния функций, получаем

−
∫

Σ0

{
TIJ,Jδu

(0)
I +MIJ,JδγI +Δp̄δu

(0)
3

}
dΣ+

+

∫

Σ0

{
TIJδu

(0)
I +MIJδγI

}

,J
dΣ =

∫

Cσ

{TeIδu
(0)
I +MeIδγI +Qeδu

(0)
3 }dl.

Используя формулы перехода от поверхностного интеграла к контур-
ному [21], запишем

−
∫

Σ0

{
TIJ,Jδu

(0)
I +MIJ,JδγI −Δp̄δu

(0)
3

}
dΣ =

=

∫

Cσ

{(TeI − TIJnJ)δu
(0)
I + (MeI −MIJnJ)δγI +Qeδu

(0)
3 }dl.

Повторяя процедуру для производных моментов имеем

−
∫

Σ0

{
TIJ,Jδu

(0)
I − (Δp̄−MIJ,IJ)δu

(0)
3

}
dΣ =

=

∫

Cσ

{(TeI − TIJnJ)δu
(0)
I + (MeI −MIJnJ)δγI+

+ (Qe −MIJ,JnI)δu
(0)
3 }dl. (40)

Преобразуем выражение MIδγI (где MI ≡ MeI −MIJnJ ) и пере-
ходим к производным δu(0)3,n и δu(0)3,τ по нормали nI и касательной τI к
контуру ∂Σ0:

MIδu
(0)
3,I =MIτIδu

(0)
3,τ +MInIδu

(0)
3,n =

= −(MIτI),τδu
(0)
3 + (MIτIδu

(0)
3 ),τ +MInIδu

(0)
3,n. (41)

Подставляя (41) в (50) и учитывая условия (36), получаем

−
∫

Σ0

{
TIJ,Jδu

(0)
I − (Δp̄−MIJ,IJ)δu

(0)
3

}
dΣ =

=

∫

Cσ

{
(TeI − TIJnJ)δu

(0)
I

}
dl+

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 4 79



+

∫

Cσ

{(Qe −MIJ,JnI − (MIτI),τ )δu
(0)
3 +MInIδu

(0)
3,n}dl+

+
∑

α

(MIτIδu
(0)
3 )α, (42)

где (MIτIδu
(0)
3 )α — скачки функций в точках разрыва на кривой Cσ.

Если такие скачки отсутствуют, то (MIτIδu
(0)
3 )α = 0, при ненулевых

скачках всегда можно принять δu(0)3 = 0.

В силу произвольности вариаций переменных δu(0)I , δu(0)3 на по-
верхности Σ0 и вариаций δu(0)I , δu(0)3 , δu(0)3,n на контуре Cσ из уравнения

(42) следуют дифференциальные уравнения равновесия (15) и гранич-

ные условия (37).

Вариационные принципы Хеллингера – Рейсснера и Герман-

на для асимптотической теории пластин. Будем исходить из ва-

риационного уравнения (36). Введем столбцы усилий, моментов и

обобщенных усилий {T}
3

= (T11, T22, T12)
т, {M}

3

= (M11,M22,M12)
т,

{
T̃
}

6

=
(
{T}3

, {M}т
)т

; столбец обобщенных деформаций {e}
6

=

= (ε
(0)
11 , ε

(0)
22 , ε

(0)
12 , η11, η22, η12)

т; столбец перемещений {u}
3

=

= (u
(0)
1 , u

(0)
2 , u

(0)
3 )

т; столбцы обобщенных поверхностных нагрузок и

моментов {Te}
3

= (Te1, Te2, Qe)
т, {Me}

2

= (Me1,Me2)
т. Тогда уравнение

(36) можно записать в виде
∫∫

Σ0

{
T̃
}т
δ {ε} dΣ + δÃeΣ = 0. (43)

Здесь δÃeΣ =
∫∫

Σ0

{Δp̄}т
δ {u} dΣ−

∫

Cσ

({Te}
т
δ {u}+ {Me}

т [Lγ ]δ {u}) dl

— работа внешних сил; {Δp̄}
3

= (0, 0,Δp̄)т; (γ1, γ2)
т = [Lγ ]

2×3
{u}
3

;

[Lγ ]
2×3
=

[
0 0 −∂1
0 0 −∂2

]

; ∂I =
∂

∂xI
— операторы дифференцирования

по глобальным координатам.

Соотношения между обобщенными деформациями и перемещени-

ями запишем в символическом виде

{ε}
6

= [L]
6×3
{u}
3

, (44)
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где [L]
6×3

— матрица дифференциального оператора,

[L]
6×3
=




[Lε]
3×3

[Lη]
3×3



 , [Lε]
3×3
=




∂1 0 0
0 ∂2 0
1/2∂2 1/2∂1 0



 ,

[Lη]
3×3
=




0 0 −∂211
0 0 −∂222
0 0 −∂212 − ∂

2
21



 ;

∂2IJ =
∂2

∂xJ∂xI
— соответствующие дифференциальные операторы.

Определяющие соотношения для пластин (19) могут быть записа-
ны в виде обобщенных соотношений между координатными столбца-

ми
{
T̃
}

и {e}:
{
T̃
}

6

= [G]
6×6
{e}
6

, где [G]
6×6

— обобщенная матрица упруго-

сти,

[G]
6×6
=




[C̄]
3×3

[B]
3×3

[B]
3×3

[D]
3×3



 , [C̄]
3×3
=




C̄1111 C̄1122 C̄1112
C̄2211 C̄2222 C̄2212
C̄1211 C̄1222 C̄1212



 ,

[B]
3×3
=




B1111 B1122 B1112
B2211 B2222 B2212
B1211 B1222 B1212



 , [D]
3×3
=




D1111 D1122 D1112
D2211 D2222 D2212
D1211 D1222 D1212



 .

Подставив (44) в (43) и добавив согласно общей схеме вариацион-
ного принципа Хеллингера – Рейcснера нулевое слагаемое, имеем

δJΣ(u, T̃ ) =

∫∫

Σ0

{
T̃
}т
[L] δ {u} dΣ+

+

∫∫

Σ0

δ
{
T̃
}т (
[L] {u} − [G]−1

{
T̃
})
dΣ + δÃeΣ = 0. (45)

Далее полагаем, что {u} и
{
T̃
}

— независимые системы функций,

и соотношение (44) не выполняется. Тогда (45) является самостоятель-
ным уравнением.

Функционал JΣ может быть записан явным образом

JΣ(u, T̃ ) =

∫∫

Σ0

{
T̃
}т
[L] {u} dΣ−

1

2

∫∫

Σ0

{
T̃
}т
[G]−1

{
T̃
}т
dΣ + ÃeΣ,

(46)
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где

ÃeΣ =

∫∫

Σ0

{Δp̄}т {u} dΣ−
∫

Cσ

({Te}
т {u}+ {Me}

т [Lγ] {u}) dl (47)

— суммарная работа внешних сил.
Вариационное уравнение

δJΣ(u, T̃ ) = 0 (48)

вместе с уравнениями (46) и (47) соответствует вариационному прин-
ципу Хеллингера – Рейсснера для асимптотической теории пластин.

Поскольку в выражение для дифференциального оператора Lη вхо-
дят вторые производные прогибов u(0)3 , применение функционала в
форме (46) в методе конечных элементов (МКЭ) приводит к необхо-
димости использования аппроксимации прогибов обладающей непре-
рывной производной на границе конечного элемента (эрмитовы конеч-
ные элементы). Чтобы избежать этого преобразуем первый интеграл в
(46)
∫∫

Σ0

{T̃}т [L] {u} dΣ =
∫∫

Σ0

{T}т [Lε] {u} dΣ +
∫∫

Σ0

{M}т [Lη] {u} dΣ =

=

∫∫

Σ0

{T}т [Lε] {u} dΣ−
∫∫

Σ0

([LM ] {M})
т [Lγ ] {u} dΣ+

+

∫

Cσ

({M}т [N ][Lγ] {u}) dl, (49)

где [LM ]
2×3

=

[
∂1 0 ∂2
0 ∂2 ∂1

]

— дифференциальный оператор; [N ]
3×2
=

=




n1 0
0 n2
n2 n1



 — матрица нормалей. Подставляя (49) в функционал

JΣ, получаем функционал Германна

JΣ(u, T̃ ) =

∫∫

Σ0

{T}т [Lε] {u} dΣ−
∫∫

Σ0

([LM ] {M})
т [Lγ ] {u} dΣ−

−
1

2

∫∫

Σ0

{
T̃
}т
[G]−1

{
T̃
}т
dΣ + ˜̃AeΣ. (50)

Здесь

˜̃
AeΣ =

∫∫

Σ0

{Δp̄}т {u} dΣ−
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−
∫

Cσ

({Te}
т {u}+ ({Me}

т − {M}т [N ]) [Lγ] {u}) dl. (51)

Функционал (50) свободен от указанного выше недостатка.
Подставляя (50) и (51) в (48), получаем вариационное уравнение

соответствующее вариационному принципу Германна для асимптоти-
ческой теории пластин.

Выводы. На основе вариационного принципа Лагранжа для трех-
мерных уравнений теории упругости с помощью теории асимптотиче-
ских разложений по малому параметру, представляющему собой отно-
шение толщины к характерной длине пластины, без введения каких-
либо гипотез относительно характера распределения перемещений и
напряжений по толщине, выведено вариационное уравнение типа Ла-
гранжа для тонких многослойных пластин. Показано, что это вариа-
ционное уравнение эквивалентно системе дифференциальных уравне-
ний теории пластин Кирхгофа – Лява, но в отличие от классической
модели пластин Кирхгофа – Лява разработанная асимптотическая те-
ория позволяет найти распределения всех шести компонент тензо-
ра напряжений. Разработанная асимптотическая теория пластин да-
ет математически строгое (в асимптотическом смысле) обоснование
классической теории пластин Кирхгофа – Лява, показывая, что именно
эта теория является результатом применения метода асимптотических
разложений к уравнениям трехмерной теории упругости. Отличие от
классической теории Кирхгофа – Лява заключается лишь в нелиней-
ной зависимости прогиба от поперечной координаты. Выведены так-
же вариационные принципы Хеллингера – Рейсснера и Германна для
асимптотической теории пластин.

Работа выполнены при поддержке гранта Президента РФ
МК-5961.2015.8.
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