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Рассмотрим дискретную систему с управлением вида

xn+1 = F (xn, un), (1)

где F : X × U → X — отображение, непрерывное на X при каждом
фиксированном u ∈ U . Для таких систем поставим задачу локализации
положительно и отрицательно управляемо инвариантных множеств
с дополнительным условием компактности. Под локализацией таких
множеств мы понимаем построение множеств в фазовом пространстве
X системы, содержащих все указанные множества.

В работе функциональный метод локализации, ранее разработан-
ный для непрерывных и дискретных динамических систем [1–5], пере-
носится на дискретные системы с управлением. Установлены свойства
локализирующих множеств. Построены локализующие множества для
управляемо инвариантных компактов системы Хенона с управлением.

Локализирующие множества.МножествоM в фазовом простран-
стве X системы (1) называется положительно управляемо инвариант-
ным, если существует такая обратная связь h : X → U , что для лю-
бой точки x0 ∈M положительная полутраектория замкнутой системы
xn+1 = F (xn, h(xn)), начинающаяся в точке x0, целиком содержится
в M [6, 7].

Дискретный характер времени позволяет понятие положительно
управляемо инвариантного множества свести к некоторому одношаго-
вому условию.

Лемма 1. МножествоM в фазовом пространстве X системы (1)
положительно управляемо инвариантно тогда и только тогда, когда
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M ⊂
⋃
u∈U

F−1u (M) = F−1∪ (M), (2)

где F−1u (M) = {x ∈ X : F (x, u) ∈M}.
З а м е ч а н и е 1. Лемма 1 — аналог утверждения, доказанного

Бертсекасом [8].
Ограничимся рассмотрением положительно управляемо инвари-

антных множеств с дополнительным свойством компактности — по-
ложительно управляемо инвариантных компактов. Поставим задачу
оценки положения положительно управляемо инвариантных компак-
тов систем с управлением, понимая под этим построение локализиру-
ющих множеств, т.е. таких множеств в фазовом пространстве системы,
которые включают в себя все положительно управляемо инвариантные
компакты [2–4].

Рассмотрим произвольную непрерывную функцию ϕ : X → R.
Введем множества

Σ+ϕ =
{
x ∈ X : sup

u∈U
ϕ(F (x, u))− ϕ(x) ≥ 0

}
,

Σ−ϕ =
{
x ∈ X : inf

u∈U
ϕ(F (x, u))− ϕ(x) ≤ 0

}
.

Для множества Q ⊂ X положим

ϕrinf(Q) = inf
x∈Σ+ϕ∩Q

ϕ(x), ϕrsup(Q) = sup
x∈Σ−ϕ∩Q

ϕ(x).

Теорема 1. Любой положительно управляемо инвариантный ком-
пакт системы (1), содержащийся вQ ⊂ X, содержится в множестве

Ωrϕ(Q) = {x ∈ Q : ϕrinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕrsup(Q)}.

Доказательство. Пусть K — положительно управляемо инвари-
антный компакт, содержащийся вQ. Функция ϕ достигает на этом ком-
пакте наибольшего значения в некоторой точке x∗ ∈ K. Согласно усло-
вию положительной инвариантности K, существует такое управление
u∗ ∈ U , что F (x∗, u∗) ∈ K. Отсюда вытекает, что ϕ(F (x∗, u∗)) ≤ ϕ(x∗).
Следовательно, x∗ ∈ Σ−ϕ и для любой точки x ∈ K

ϕ(x) ≤ ϕ(x∗) ≤ sup
x∈Σ−ϕ∩Q

ϕ(x) = ϕrsup(Q).

Аналогично доказывается неравенство ϕ(x) ≥ ϕrinf(Q), x ∈ K. Оба
неравенства означают, что K ⊂ Ωrϕ(Q). Теорема доказана.

Понятие отрицательно управляемо инвариантного множества не
так очевидно (с точки зрения задач теории управления), как понятие
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положительно управляемо инвариантного множества. Можно предло-
жить, по крайней мере, три варианта определения отрицательно упра-
вляемо инвариантного множества:

1) как множестваM , для которого существует такая обратная связь
h : X → U , что для замнутой системы xn+1 = F (xn, h(xn)) любая от-
рицательная полутраектория, заканчивающаяся в x0, целиком содер-
жится в M ;

2) как множества M , для которого любой точке x0 ∈ M мож-
но поставить в соответствие такую последовательность управлений
u−n, n = 1, 2, . . . , что для системы (1) любая отрицательная полу-
траектория, заканчивающаяся в x0 и определяемая соотношениями
xn+1 = F (xn, un), n = −1, −2, . . . , целиком содержится в M ;

3) как множества M , для которого любой точке x0 ∈ M можно
поставить в соответствие такое управление u ∈ U , что множество
F−1u (x0) целиком содержится в M .

При выборе определения следует исходить из того, что если систе-
ма обратима, то отрицательно управляемо инвариантное множество
исходной системы должно быть положительно управляемо инвари-
антным для обратной системы. Уточним это требование. Если для
каждого u ∈ U отображение x → F (x, u) является гомеоморфизмом,
то систему (1) назовем обратимой. При этом система

xn+1 = H(xn, un), (3)

где отображение H определено соотношением H(F (x, u), u) = x, на-
зывается обратной системе (1).

Лемма 2. Для обратимой системы (1) следующие условия эквива-
лентны:

1) множество M ⊂ X является положительно управляемо инва-
риантным для системы (3), обратной системе (1);

2) любой точке x0 ∈M можно поставить в соответствие такую
последовательность управлений u−n, n = 1, 2, . . . , что для системы
(1) соответствующая отрицательная полутраектория, заканчиваю-
щаяся в x0, целиком содержится в M ;

3) любой точке x0 ∈M можно поставить в соответствие такое
управление u ∈ U, что F−1u (x0) ⊂M .

Доказательство. Условие 3 в силу того, что при любом фикси-
рованном u ∈ U отображение x → F (x, u) биективно, равносильно
условию: любой точке x0 ∈M можно поставить в соответствие такое
управление u ∈ U , что H(x0, u) ∈M , или x0 ∈ H−1

u (M). Кратко по-
следнее условие можно записать так: x0 ∈

⋃
u∈U

H−1
u (M). Это значит,

что условие 3 эквивалентно условию 1 положительной управляемой
инвариантности M для обратной системы.
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Условие 2, переформулированное для обратной системы (3), зву-
чит так: любой точке x0 ∈ M можно поставить в соответствие та-
кую последовательность управлений un, n = 1, 2, . . . , что последова-
тельность точек xn, определяемая соотношениями xn = H(xn−1, un),
n = 1, 2, . . . (положительная полутраектория обратной системы, начи-
нающаяся в x0), целиком содержится в M . Из этого условия сразу сле-
дует, что при u = u1 имеем x1 = H(x0, u) ∈ M , откуда x0 ∈ F−1u (M).
Следовательно, M ⊂ F−1∪ (M), т.е. множество M является положи-
тельно управляемо инвариантным для обратной системы.

Наоборот, любое положительно управляемо инвариантное множе-
ство обратной системы удовлетворяет условию 2. Действительно, для
произвольно выбранной точки x0 ∈ M существует управление u0,
при котором x1 = H(x0, u0) ∈ M . Для точки x1 существует управле-
ние u1, при котором x2 = H(x1, u1) ∈ M . Продолжая так и далее,
получаем последовательность управлений un, которой соответствует
положительная полутраектория обратной системы, целиком лежащая
в M . Остается отметить, соотношения xk+1 = H(xk, uk) эквивалент-
ны соотношениям xk = F (xk+1, uk). Полагая x̃−n = xn, ũ−n = un−1,
n = 1, 2, . . . , заключаем, что последовательности управлений ũ−n со-
ответствует отрицательная полутраектория x̃−n прямой системы, за-
канчивающаяся в точке x0 и целиком содержащаяся в множестве M .

З а м е ч а н и е 2. В случае обратимой системы (1) условие суще-
ствования для множества M ⊂ X обратной связи, при которой любая
отрицательная полутраектория замкнутой системы, заканчивающаяся
в x0, целиком содержится в M , оказывается не эквивалентным усло-
вию положительной управляемой инвариантности M для обратной
системы (3). Действительно, указанная обратная связь может быть
устроена так, что замкнутая система xn+1 = F (xn, u(xn)) не будет
обратимой. В этом случае замкнутая система будет иметь несколько
отрицательных полутраекторий, заканчивающихся в точке x0, и уже в
силу этого обстоятельства указанное условие не эквивалентно усло-
вию положительной управляемой инвариантности M для обратной
системы. Таким образом, первый из трех предложенных вариантов
определения отрицательно управляемо инвариантного множества не
удовлетворяет требованию обратимости этого понятия для обратимых
систем.

Проведенный анализ показывает, что остается два кандидата на
определение отрицательно управляемо инвариантного множества: вто-
рой и третий. Третий кандидат оказывается предпочтительнее, по-
скольку представляет собой одношаговую процедуру, в то время как
второй вариант к одношаговой процедуре не сводится.
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Множество M ⊂ X назовем отрицательно управляемо инвариант-
ным для системы (1), если любой точке x0 ∈ M можно поставить в
соответствие такое управление u ∈ U , что множество F−1u (x0) целиком
содержится в M .

Лемма 3. Множество M ⊂ X отрицательно управляемо инвари-
антно для системы (1) тогда и только тогда, когда

M ⊂ F̂∪(M), (4)

где F̂∪(M) =
⋃
u∈U

F̂u(M), а F̂u(M) — множество точек x ∈ X, для

которых F−1u (x) ⊂M .
Доказательство. Условие, что F−1u (x0) целиком содержится в M

можно записать в виде x0 ∈ F̂u(M). С учетом этого отрицательная
управляемая инвариантность множества M означает, что для любой
точки x0 ∈ M существует такое управление u ∈ U , что x0 ∈ F̂u(M).
Это эквивалентно включению (4). Лемма доказана.

З а м е ч а н и е 3. Отметим, что

F̂u(M) = X \ F (X \M,u).

Далее ограничимся рассмотрением отрицательно управляемо ин-
вариантных множеств с дополнительным условием компактности —
отрицательно управляемо инвариантных компактов.

Введем в рассмотрение множества

Σ̌+ϕ =
{
x ∈ X : inf

u∈U
sup

z∈F−1u (x)

ϕ(z)− ϕ(x) ≤ 0
}
,

Σ̌−ϕ =
{
x ∈ X : sup

u∈U
inf

z∈F−1u (x)
ϕ(z)− ϕ(x) ≥ 0

}
.

Если F−1u (x) = ∅, то полагаем

sup
z∈F−1u (x)

ϕ(z) = −∞, inf
z∈F−1u (x)

ϕ(z) =∞,

так что в этом случае x ∈ Σ̌+ϕ и x ∈ Σ̌−ϕ .
Для произвольного множества Q ⊂ X положим

ϕlinf(Q) = inf
x∈Σ̌−ϕ∩Q

ϕ(x), ϕlsup(Q) = sup
x∈Σ̌+ϕ∩Q

ϕ(x).

Теорема 2. Любой отрицательно управляемо инвариантный ком-
пакт системы (1), содержащийся в множестве Q ⊂ X, содержится
в множестве

Ωlϕ(Q) =
{
x ∈ Q : ϕlinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕlsup(Q)

}
.
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Доказательство. ПустьK — отрицательно управляемо инвариант-
ный компакт, содержащийся в Q. Непрерывная функция ϕ : X → R до-
стигает на K своего наибольшего значения в точке x∗ ∈ K. Поскольку
K — отрицательно управляемо инвариантное множество, существует
такое управление u∗, что F−1u∗ (x

∗) ⊂ K. Если F−1u∗ (x
∗) = ∅, то точка

x∗ попадает в множество Σ̌+ϕ . Если же F−1u∗ (x
∗) �= ∅, то для любой

точки z ∈ F−1u∗ (x
∗) имеем z ∈ K, так что выполняется неравенство

ϕ(z) ≤ ϕ(x∗). Это означает, что

sup
z∈F−1

u∗ (x
∗)
ϕ(z)− ϕ(x∗) ≤ 0.

Следовательно, x∗ ∈ Σ̌+ϕ ∩Q и для любой точки x ∈ K
ϕ(x) ≤ ϕ(x∗) ≤ sup

x∈Σ̌+ϕ∩Q
ϕ(x) = ϕlsup(Q).

Аналогично доказывается, что ϕ(x) ≥ ϕ(x∗) ≥ ϕlinf(Q), x ∈ K.

Таким образом, для каждой точки x ∈ K верно двойное неравен-
ство ϕlinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕlsup(Q), означающее, что x ∈ Ωlϕ(Q). Тем
самым доказано, что произвольно выбранный отрицательно управля-
емо инвариантный компакт K целиком содержится в Ωlϕ(Q). Теорема
доказана.

Для системы (1) множество M ⊂ X назовем управляемо инвари-
антным, если оно одновременно и положительно управляемо инвари-
антно, и отрицательно управляемо инвариантно.

Для произвольной непрерывной функции ϕ : X → R положим

ϕinf(Q) = inf
x∈Σ̌−ϕ∩Σ+ϕ∩Q

ϕ(x), ϕsup(Q) = sup
x∈Σ̌+ϕ∩Σ−ϕ∩Q

ϕ(x).

Теорема 3. Любой управляемо инвариантный компакт системы
(1), содержащийся в множестве Q ⊂ X, содержится в множестве

Ωϕ(Q) = {x ∈ Q : ϕinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕsup(Q)}.

Доказательство. Пусть K — управляемо инвариантный компакт.
Функция ϕ достигает на этом компакте наибольшего значения в не-
которой точке x∗ ∈ K. Согласно условию положительной инвариант-
ности K, существует такое управление u∗1 ∈ U , что F (x∗, u∗1) ∈ K,
откуда ϕ(F (x∗, u∗1)) ≤ ϕ(x∗). Следовательно, x∗ ∈ Σ−ϕ . Кроме того,
согласно условию отрицательной инвариантности K, существует та-
кое управление u∗2 ∈ U , что F−1u∗2 (x

∗) ⊂ K. Отсюда заключаем, что

ϕ(z) ≤ ϕ(x∗) при z ∈ F−1u∗2 (x∗) и что x∗ ∈ Σ̌+ϕ . Итак, x∗ ∈ Σ−ϕ ∩ Σ̌+ϕ ∩Q,
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поэтому для любой точки x ∈ K
ϕ(x) ≤ ϕ(x∗) ≤ sup

x∈Σ−ϕ∩Σ̌+ϕ∩Q
ϕ(x) = ϕsup(Q).

Аналогично доказывается неравенство ϕ(x) ≥ ϕinf(Q), x ∈ K. Оба
неравенства означают, что K ⊂ Ωϕ(Q). Теорема доказана.

Свойства локализирующих множеств. Свойства локализирую-
щих множеств для управляемо инвариантных компактных множеств
дискретных систем с управлением во многом схожи со свойствами ло-
кализирующих множеств для непрерывных и дискретных систем без
управления [2–5]. Установим основные свойства.

Свойство 1. Пересечение любого семейства локализирующих мно-
жеств для (положительно, отрицательно) управляемо инвариантных
компактов системы (1) является локализирующим множеством.

Свойство 2. Пусть функция ϕ непрерывна на X и ψ(x) = h(ϕ(x)),
x ∈ X, где h : R → R — строго монотонная функция. Тогда для
любого множества Q ⊂ X имеем Ωrϕ(Q) = Ωrψ(Q), Ω

l
ϕ(Q) = Ωlψ(Q),

Ωϕ(Q) = Ωψ(Q). В частности, это верно, если h(t) = at+ b, a �= 0.
Доказательство. Доказательства всех трех случаев утверждения

различаются незначительно. Поэтому ограничимся доказательством в
случае положительно управляемо инвариантных компактов.

Если функция h — возрастающая, то неравенство ψ(x1) ≤ ψ(x2)
эквивалентно неравенству ϕ(x1) ≤ ϕ(x2). Следовательно, эквивалент-
ны неравенства

inf
u∈U

ψ(F (x, u)) ≤ ψ(x) и inf
u∈U

ϕ(F (x, u)) ≤ ϕ(x).

А это означает, что множества Σ−ϕ и Σ−ψ совпадают. Поэтому

ψrsup(Q) = sup
x∈Σ−ψ∩Q

ψ(x) = sup
x∈Σ−ϕ∩Q

h(ϕ(x)) =

= h
(

sup
x∈Σ−ϕ∩Q

ϕ(x)
)
= h

(
ϕrsup(Q)

)
.

Аналогично устанавливается равенство ψrinf(Q) = h
(
ϕrinf(Q)

)
. Таким

образом, неравенства ψrinf(Q) ≤ ψ(x) ≤ ψrsup(Q) эквивалентны нера-
венствам ϕrinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕrsup(Q). Тем самым доказано, что в случае
возрастающей функции h множества Ωrψ(Q) и Ω

r
ϕ(Q) совпадают.

Рассуждения в случае убывающей функции аналогичны. В этом
случае Σ−ψ = Σ

+
ϕ и Σ+ψ = Σ−ϕ . При этом

ψrsup(Q) = h
(
ϕrinf(Q)

)
, ψrinf(Q) = h

(
ϕrsup(Q)

)
.

В результате неравенства ψrinf(Q) ≤ ψ(x) ≤ ψrsup(Q) можно переписать
в виде h

(
ϕrsup(Q)

) ≤ h(ϕ(x)) ≤ h
(
ϕrinf(Q)

)
, что эквивалентно неравен-
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ствам ϕrinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕrsup(Q). Тем самым совпадение множеств Ωrψ
и Ωrϕ доказано и в случае убывающей функции h. Свойство доказано.

Свойство 3. Если непрерывная функция ϕ : X → R достига-
ет на X точной верхней грани в некоторой точке x∗ ∈ Q, то
ϕrsup(Q) = ϕlsup(Q) = ϕsup(Q) = ϕ(x∗). Если функция ϕ достига-
ет на X точной нижней грани в некоторой точке x∗ ∈ Q, то
ϕrinf(Q) = ϕlinf(Q) = ϕinf(Q) = ϕ(x∗).

Доказательство. Второе утверждение сводится к первому, если
поменять знак локализирующей функции. Кроме того, доказательства
для значений ϕrsup(Q), ϕ

l
sup(Q), ϕsup(Q) аналогичны. Поэтому ограни-

чимся лишь первым из них. Если функция ϕ достигает на X точной
верхней грани в некоторой точке x∗ ∈ Q, то для любого u ∈ U выпол-
няется неравенство ϕ(F (x∗, u)) ≤ ϕ(x∗). Следовательно,

inf
u∈U

ϕ(F (x∗, u))− ϕ(x∗) ≤ 0,
и точка x∗ принадлежит множеству Σ−ϕ ∩Q. Ясно, что

ϕrsup(Q) = sup
x∈Σ−ϕ∩Q

ϕ(x) ≥ ϕ(x∗).

Но верно и противоположное неравенство, поскольку ϕ(x∗) — точная
верхняя грань функции ϕ на X . Значит, ϕrsup(Q) = ϕ(x∗). Свойство
доказано.

Для систем с управлением существуют аналоги свойств, устано-
вленных для дискретных системы без возмущений и связанных со
сдвигами локализирующих множеств вдоль траекторий системы [3, 5].

Свойство 4. Любое положительно управляемо инвариантное мно-
жество, содержащееся в множестве G ⊂ X , содержится и в мно-
жестве F−1∪ (G). В частности, если множество G содержит все по-
ложительно управляемо инвариантные компакты системы (1), то и
множество F−1∪ (G) содержит все положительно управляемо инвари-
антные компакты системы.

Доказательство. Если K ⊂ G — положительно управляемо инва-
риантное множество, то, согласно (2), имеем

K ⊂ F−1∪ (K) ⊂ F−1∪ (G),

поскольку при G1 ⊂ G2 для любого u ∈ U имеем F−1u (G1) ⊂ F−1u (G2)
и, следовательно, выполняется включение F−1∪ (G1) ⊂ F−1∪ (G2). Свой-
ство доказано.

Свойство 5. Если множествоG ⊂ X содержит все положительно
управляемо инвариантные компакты системы (1), то и множество
F̂∩(G) =

⋂
u∈U

F̂u(G) содержит все положительно управляемо инвари-

антные компакты этой системы.
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Доказательство. Пусть K — произвольный положительно упра-
вляемо инвариантный компакт системы (1). Тогда верно включе-
ние K ⊂ F−1∪ (K). Выберем точку x0 ∈ F−1∪ (K). Тогда множество
K ′ = {x0} ∪ K является компактом. В то же время K ′ ⊂ F−1∪ (K) ⊂
⊂ F−1∪ (K ′), так что K ′ — положительно управляемо инвариантный
компакт системы (1). Следовательно, K ′ ⊂ G. Тем самым доказа-
но, что любая точка x0 ∈ F−1∪ (K) принадлежит множеству G, т.е.
F−1∪ (K) ⊂ G. Это включение означает, что для любого управления
u ∈ U выполняется включение F−1u (K) ⊂ G, что эквивалентно усло-
вию K ⊂ F̂u(G). Итак, для любого u ∈ U имеем K ⊂ F̂u(G). Это
значит, что K ⊂ ⋂

u∈U
F̂u(G) = F̂∩(G). Свойство доказано.

Свойство 6. Любое отрицательно управляемо инвариантное мно-
жество системы (1), содержащееся в множествеG ⊂ X , содержит-
ся и в множестве F̂∪(G). В частности, если множество G содержит
все отрицательно управляемо инвариантные компакты системы (1),
то и множество F̂∪(G) содержит все отрицательно управляемо ин-
вариантные компакты системы.

Доказательство. Пусть K ⊂ G — отрицательно управляемо инва-
риантное множество. Тогда, согласно (4), имеем

K ⊂ F̂∪(K) ⊂ F̂∪(G),

поскольку при G1 ⊂ G2 для любого u ∈ U имеем F̂u(G1) ⊂ F̂u(G2) и,
следовательно, F̂∪(G1) ⊂ F̂∪(G2). Свойство доказано.

Свойство 7. Пусть дискретная система (1) определяется отобра-
жением F , инъективным при любом фиксированном значении u ∈ U .
Тогда если множество G содержит все отрицательно управляемо ин-
вариантные компакты рассматриваемой системы, то и множество

F−1∩ (G) =
⋂
u∈U

F−1u (G)

содержит все отрицательно управляемо инвариантные компакты.
Доказательство. Условие инъективности отображения F при

фиксированном u, в частности, означает, что для любого множества
A верно включение F (A, u) ⊂ F̂u(A). Отсюда следует, что F (A ×
× U) ⊂ F̂∪(A).

Пусть K — отрицательно управляемо инвариантный компакт си-
стемы (1). Следовательно, верно включение K ⊂ F̂∪(K). Выберем
произвольную точку x0 ∈ F (K ×U). Тогда множество K ′ = K ∪ {x0}
компактно. Кроме того, поскольку K ′ ⊂ F̂∪(K) ⊂ F̂∪(K ′), компакт K
является отрицательно управляемо инвариантным множеством. Сле-
довательно, K ′ ⊂ G, откуда x0 ∈ G. Итак, доказано, что множество
F (K×U) целиком содержится в множестве G. Это заключение можно
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представить как условие, что F (K,u) ⊂ G при любом u ∈ U . Другими
словами,K ⊂ F−1u (G) при любом u ∈ U . Следовательно,K ⊂ F−1∩ (G).
Свойство доказано.

Свойство 8. Любое управляемо инвариантное множество, содер-
жащееся в множестве G ⊂ X , содержится и в множествах F−1∪ (G)
и F̂∪(G). В частности, если множество G содержит все управляемо
инвариантные компакты системы (1), то множества F−1∪ (G), F̂∪(G)
и F−1∪ (G) ∩ F̂∪(G) также содержат все управляемо инвариантные
компакты системы.

Доказательство. Если управляемо инвариантное множество
K ⊂ X содержится в множестве G, то оно, как положительно упра-
вляемо инвариантное, содержится в множестве F−1∪ (G) (свойство 4),
а как отрицательно управляемо инвариантное — в множестве F̂∪(G)
(свойство 6). В частности, множество K содержится в пересечении
этих множеств F−1∪ (G) ∩ F̂∪(G). Свойство доказано.

Система Хенона с управлением. Рассмотрим систему

xn+1 = byn − x2n + u,

yn+1 = xn,
(5)

где b > 0 — известный параметр, u ∈ [a∗, a∗] — управление.
Система (5) задается отображением

F (x, y, u) =

(
by − x2 + u

x

)
, X = R2, U = [a∗, a∗].

Для системы (5) рассмотрим задачу локализации.
Локализация положительно инвариантных компактов. В качестве

локализирующей рассмотрим линейную функцию ϕ(x, y) = Dx+Ey.
Тогда ϕ(F (x, y, u)) = D(by−x2+u)+Ex. Множество Σ−ϕ описывается
неравенством

inf
u∈[u∗, u∗]

(
D(by − x2 + u) + Ex−Dx− Ey) ≤ 0,

а множество Σ+ϕ — неравенством

sup
u∈[u∗, u∗]

(
D(by − x2 + u) + Ex−Dx− Ey) ≥ 0.

Обозначим

u∗ = sup
u∈[a∗, a∗]

Du, u∗ = inf
u∈[a∗, a∗]

Du.

Тогда

Σ−ϕ = {(x; y) :
(
D(by − x2) + Ex−Dx− Ey + u∗

) ≤ 0},
Σ+ϕ = {(x; y) :

(
D(by − x2) + Ex−Dx− Ey + u∗

) ≥ 0}.
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Для нахождения значений ϕrinf и ϕrsup получаем следующие опти-
мизационные задачи:{

Dx+ Ey → sup,

(Db− E)y ≤ Dx2 − (E −D)x− u∗; (6)

{
Dx+ Ey → inf,

(Db− E)y ≥ Dx2 − (E −D)x− u∗. (7)

Задачи (6), (7) детально исследованы в [10]. При D = 0 эти задачи
имеют тривиальные решения +∞ и −∞. Поэтому можно считать, что
D �= 0, а согласно свойству 2 можно ограничиться случаем D = −1.
В этом случае u∗ = −a∗, u∗ = −a∗, а задачи (6), (7) сводятся к следу-
ющим: {

− x+ Ey → sup,

x2 + (E + 1)x− (b+ E)y − a∗ ≤ 0; (8)

{
− x+ Ey → inf,

x2 + (E + 1)x− (b+ E)y − a∗ ≥ 0. (9)

Задача (9) имеет тривиальное решение ϕrinf = −∞. Задача (8) имеет
тривиальное решение ϕrsup = +∞ при E ≤ −b и при E ≥ 0. Остается
случай −b < E < 0, при котором

ϕrsup = −
4E2a∗ + (E2 − b)2

4E(b+ E)
.

Таким образом, при каждом значении E ∈ (−b, 0) имеем локализиру-
ющее множество

−x+ Ey ≤ −4E
2a∗ + (E2 − b)2
4E(b+ E)

. (10)

Преобразуем неравенство (10):

x ≥ Ey +
4E2a∗ + (E2 − b)2

4E(b+ E)
= −λy − 4λ

2a∗ + (λ2 − b)2
4λ(b− λ) ,

где параметр λ = −E может принимать любое значение на интервале
(0, b). Из этого представления получаем неравенство, описывающее
пересечение семейства локализирующих множеств:

x ≥ − min
λ∈(0, b)

(
λy +

4λ2a∗ + (λ2 − b)2
4λ(b− λ)

)
.

Используя семейство локализирующих множеств (10), на основа-
нии свойства 4 можно получить семейство новых локализирующих
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множеств. Пусть Gλ, λ ∈ (0, b), — множество, описываемое неравен-
ством

−x− λy ≤ 4λ2a∗ + (λ2 − b)2
4λ(b− λ) , (11)

которое получается из неравенства (10) в результате замены параме-
тра λ = −E. Множество F−1u (Gλ) описывается неравенством, которое
получается, если в неравенстве (11) переменные x и y заменить коор-
динатами отображения F :

−(by − x2 + u)− λx ≤ 4λ2a∗ + (λ2 − b)2
4λ(b− λ) . (12)

Неравенство (12) эквивалентно следующему:

x2 − λx− by ≤ u+
4λ2a∗ + (λ2 − b)2

4λ(b− λ) .

Объединение F−1∪ (Gλ) множеств F−1u (Gλ) по всем u ∈ U = [a∗, a∗]
описывается неравенством

x2 − λx− by ≤ sup
u∈U

u+
4λ2a∗ + (λ2 − b)2

4λ(b− λ) ,

или

x2 − λx− by ≤ a∗ +
4λ2a∗ + (λ2 − b)2

4λ(b− λ) . (13)

Из неравенств (13) можно получить неравенство, описывающее
пересечение множеств F−1∪ (Gλ) по всем λ ∈ (0, b):

y ≥ max
λ∈(0,b)

(
x2 − λx

b
− a∗

b
− 4λ

2a∗ + (λ2 − b)2
4λ(b− λ)

)
. (14)

На рис. 1 изображены траектория системы Хенона (5) с параметрами
a∗ = 1,39, a∗ = 1,41, b = 0,3 и граница локализирующего множе-
ства (14). Траектория построена при постоянном управлении u = 1,4.

Локализация отрицательно инвариантных компактов. Поскольку
система Хенона (5) является обратимой, локализация ее отрицатель-
но инвариантных компактов сводится к локализации положительно
инвариантных компактов обратной системы

xn+1 = yn,

yn+1 = −u
b
+
xn

b
+
y2n
b
.

(15)

Заменой переменных ξ = −y
b
, η = −x

b
система (15) сводится к той

же системе Хенона с параметрами ũ = u/b2, b̃ = 1/b, причем управле-
ние изменяется на отрезке a∗/b2, a∗/b2. Записывая локализирующее
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множество для положительно инвариантных компактов обратной си-
стемы и переходя к исходным переменным и параметрам, получаем
семейство локализирующих множеств

λx+ y ≤ 4λ2a∗ + (λ2b− 1)2
4λ(1− bλ) , λ ∈

(
0,
1

b

)
.

Пересечение этого семейства описывается неравенством

y ≤ 1

b
min
μ∈(0, 1)

(
−μx+ 4μ2a∗ + (μ2 − b)2

4μ(1− μ)
)
.

Используя семейство (13) локализирующих множеств для положи-
тельно инвариантных компактов, вычисленное для обратной системы,
в результате перехода к исходным переменным и параметрам получа-
ем семейство локализирующих множеств для отрицательно инвари-
антных компактов системы (5):

y2 + μy + x ≤ a∗ +
4μ2a∗ + (μ2 − b)2

4μ(1− μ) .

Пересечение этого семейства описывается неравенством

x ≤ a∗ − y2 + min
μ∈(0,1)

(
−μy + 4μ2a∗ + (μ2 − b)2

4μ(1− μ)
)
. (16)

На рис. 2 изображены траектория системы Хенона (5) с параме-
трами a∗ = 1,38, a∗ = 1,42, b = 0,3 и граница локализирующего
множества (16). Траектория построена при чередующемся управле-
нии: un = 1,38 при нечетном n и un = 1,42 при четном n.

Рис. 1. Траектория управляемой системы Хенона и локализирующее множество
(14) для положительно инвариантных компактов

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012. № 1 15



Рис. 2. Траектория управляемой системы Хенона и локализирующее множество
(16) для отрицательно инвариантных компактов

Рис. 3. Траектория управляемой системы Хенона и локализирующее множество
для инвариантных компактов

Локализация инвариантных компактов. Локализирующие множе-
ства для инвариантных компактов системы Хенона с управлением (5)
получаем как пересечение локализирующих множеств для положи-
тельно инвариантных компактов и отрицательно инвариантных ком-
пактов. На рис. 3 изображены траектория системы (5) с параметрами
a∗ = 1,38, a∗ = 1,42 и локализирующее множество для инвариантных
компактов, полученное пересечением множеств (14) и (16). Траекто-
рия системы получена при чередующемся управлении: un = 1,38 при
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нечетном n и un = 1,42 при четном n. Отметим, что полученная лока-
лизация является компактной.
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