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Аннотация Ключевые слова 
Построена математическая модель, описывающая взаи-
модействие элементов структуры композита (коротких 
изотропных волокон и частиц матрицы) с изотропной 
упругой средой, модули упругости которой подлежат 
определению как искомые характеристики композита. 
Методом самосогласования получена система нелиней-
ных матричных соотношений, устанавливающая связь 
искомых модулей композита с объемной концентрацией 
волокон и их удлинением и упругими свойствами воло-
кон и матрицы. Проведен количественный анализ мате-
матической модели и определены границы, в пределах 
которых существенно влияние удлинения волокон. 
Полученные расчетные зависимости позволяют прогно-
зировать упругие характеристики композита, армиро-
ванного короткими волокнами (в том числе в виде 
наноструктурных элементов, например, углеродных 
нанотрубок)  
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Введение. Волокнистые композиты широко применяют в различных областях 
техники в качестве конструкционных материалов [1–4]. Конкретные области 
использования таких композитов существенно зависят от комплекса их меха-
нических свойств, в том числе от их упругих характеристик. Построению мате-
матических моделей для оценки модулей упругости волокнистых композитов 
посвящено достаточно много работ [5–9],  в большинстве которых рассмотрены 
композиты, армированные однонаправленными волокнами, имеющими длину 
много большую их диаметра. 

Вместе с тем часто возникает необходимость использования волокнистых 
композитов с хаотически ориентированными достаточно короткими волокна-
ми. Такие волокна применяют для повышения механических и технологических 
характеристик связующего и в качестве наполнителя для упрочнения термопла-
стов и реактопластов, каучуков, клеев и герметиков, а в некоторых случаях — 
металлов (алюминия или магния) [2]. К коротким волокнам также относят 
игольчатые и нитевидные кристаллы («усы»), обладающие высокой прочностью 
и жесткостью. Например, нитевидные кристаллы графита и оксида алюминия 
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имеют продольный модуль упругости (модуль Юнга) около 1 ТПа, а прочность 
при растяжении «усов» карбида кремния достигает 30 ГПа [2]. В последнее вре-
мя в качестве коротких армирующих волокон рассматривают и различные 
наноструктурные элементы (в частности, углеродные нанотрубки) [10, 11]. 

Для достоверного прогноза ожидаемых упругих характеристик композитов, 
армированных высокопрочными и высокомодульными короткими волокнами, 
необходима разработка математической модели, учитывающей влияние меха-
нического взаимодействия таких волокон с матрицей композита при различных 
сочетаниях их длины и диаметра.  

 Математическая модель. Пусть композит состоит из изотропной линейно 
упругой матрицы, свойства которой характеризуют объемный модуль K   и мо-
дуль сдвига ,G  и линейно упругих изотропных волокон, имеющих объемный мо-
дуль K   и модуль сдвига .G  Объемную концентрацию волокон в композите обо-
значим .VC  

Представительный элемент структуры композита включает в себя множе-
ство волокон, продольные оси которых равновероятно распределены по всем 
возможным направлениям. Это означает, что композит не обладает текстурой и 
его допустимо полагать изотропным [5]. Искомые упругие характеристики ком-
позита представим объемным модулем K  и модулем сдвига .G  

Форму волокна длиной l  и диаметром d  приближенно представим эллипсо-
идом вращения с отношением полуосей = / .b l d  Такое приближение позволяет 
использовать для описания механического взаимодействия волокна с окружаю-
щей его средой решение задачи о напряженно-деформированном состоянии  
эллипсоидального включения, помещенного в однородную изотропную линейно 
упругую среду [12]. В волокне как в элементе структурной неоднородности ком-
позита возникает возмущение напряженно-деформированного состояния по  
отношению к заданному на большом расстоянии от включения напряженно-
деформированному состоянию в окружающей среде. В частицах матрицы, кото-
рые примем шаровыми с переменным радиусом от некоторого конечного до бес-
конечно малого, что позволяет заполнить все пустоты между эллипсоидальными 
волокнами, также возникнет возмущение напряженно-деформированного состо-
яния. Последующее осреднение по представительному объему композита таких 
возмущений во всех волокнах и частицах матрицы позволяет получить расчетные 
зависимости для искомых упругих характеристик композита [5, 13]. 

Особенность эллипсоидального включения состоит в том, что возникающее 
в нем возмущение напряженно-деформированного состояния однородно по 
объему включения [12], т. е. не зависит от координат. Если на большом расстоя-
нии от включения (по сравнению с его размерами) заданы компоненты ,ij  
, =1, 2,3,i j  тензора деформации окружающей среды, то в эллипсоидальном 

включении появится возмущение деформированного состояния, определяемое 
компонентами [14]  
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 = , , =1, 2, 3,ij ijmn mn m n      (1) 

где 1= ( ) ( );ijmn ijrs ijrs ijpq pqrs rsmn rsmnC C C W C C         , , , =1, 2, 3,r s p q  ,ijrsC  ijrsC  — 
компоненты тензоров четвертого ранга коэффициентов упругости включения и 
окружающей среды; pqrsW  — компоненты тензора, зависящие от формы вклю-
чения и определяющие его взаимодействие с окружающей средой. 

Возмущения деформированного состояния в частицах матрицы композита 
определяют соотношения, аналогичные формуле (1):  
 = ,ij ijmn mn       (2) 

где 1= ( ) ( );ijmn ijrs ijrs ijpq pqrs rsmn rsmnC C C W C C      
ijrsC  — компоненты тензора ко-

эффициентов упругости матрицы; pqrsW  — компоненты тензора, зависящие от 
формы частицы матрицы и характеризующие ее взаимодействие с окружающей 
средой. Компоненты тензоров в соотношениях (1) и (2) определены в прямо-
угольной декартовой системе координат 1 2 3,Ox x x неподвижной относительно 
представительного объема композита. 

Связь тензора Ĉ  коэффициентов упругости композита с искомыми значе-
ниями модулей K  и G  устанавливает равенство [15]  
 ˆ ˆ ˆ= 3 2 .K GC V D    (3) 

Здесь ˆ ,V D̂  — тензоры четвертого ранга, являющиеся объемной и девиаторной 
составляющими единичного тензора четвертого ранга ˆ ˆ ˆ+I = V D  и имеющие 
компоненты = /3,ijmn ij mnV    = ( )/2 ,ijmn im jn in jm ijmnD V      где 1ij   при 

i j  и 0ij   при i j  [5]. Связь тензоров ˆ C  и Ĉ  с заданными значениями 
модулей ,K  G  для волокон и ,K  G  для матрицы композита определяют 
формулы, аналогичные равенству (3). 

Осредненные по представительному объему композита возмущения дефор-
мированного состояния в волокнах и частицах матрицы должны быть равны 
нулю, т. е. с учетом формул (1) и (2) имеем 
 (1 ) = 0,V ijmn V ijmnC C        (4) 
где угловые скобки обозначают процедуру осреднения. Условие (4) характери-
зует так называемый метод самосогласования определения эффективных упру-
гих характеристик неоднородной среды [5, 16]. При хаотической ориентации 
волокон процесс осреднения указанных возмущений эквивалентен приравни-
ванию нулю двух линейных инвариантов тензоров, компоненты которых за-
ключены в угловых скобках. Таким образом, вместо условия (4) получим два 
равенства  
 (1 ) = 0, (1 ) = 0.V iimm V iimm V imim V imimC C C C            (5) 

Равенства (5) позволяют найти искомые значения K и G. Предварительно 
необходимо вычислить компоненты pqrsW  и pqrsW  тензоров, обратных так 
называемому тензору Эшелби [17].  
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 Обращение тензора Эшелби. Тензору Эшелби четвертого ранга можно по-
ставить в соответствие квадратную матрицу шестого порядка. В случае эллип-
соида вращения матрица N  имеет семь независимых элементов, которые при 
совпадении оси вращения с координатной осью 3O  примут вид [5, 12]  

 11 22 11 1 12 21 11 1 33 33 3= = , = = /3 , = ;N N QD RD N N QD RD N QD RD        

 13 23 31 1 31 32 13 3 66 11 1= = , = = , = / 3 ;N N QD RD N N QD RD N QD RD        

  2
44 55 13 1= = 1 / 2 (1 ) / 2,N N Q b D R D      

где = (3 / 2) / (1 );Q   = (1 / 2 ) / (1 );R      = (3 / 2 ) / (3 )K G K G    — коэффици-
ент Пуассона композита,  

 
   

 2
1 3 11/2 32 2 20

/ 2= = 1 arcch ; =1/ 2 ;
2 (1 ) 1

b du bD b b b D D
u b u b



  
  

  

 2
13 1 33 =( )/( 1);D D D b     2

31 13= ;D D b   11 134 =1 3 ;D D   33 13=1/3 2 .D D   

Остальные элементы этой матрицы равны нулю. 
Обращение тензора Эшелби можно заменить обращением соответствующей 

матрицы ,N  представив ее как блочную, включающую в себя четыре блока в виде 
матриц третьего порядка. Матрица ,W  обратная матрице ,N  также будет блоч-
ной, структура которой аналогична структуре матрицы .N  При этом элементы 
диагонального блока будут равны 44 55 44= =1/W W N    и 66 661 / ,W N   а обращение 
блока с матрицей 0N   даст матрицу W  третьего порядка с элементами  

 11 22 11 33 13 31 0 12 21 13 31 12 33 0= = ( )/ , = = ( )/ ;W W N N N N W W N N N N                  

 13 23 12 11 13 0 31 32 12 11 31 0= = ( ) / , = = ( ) / ;W W N N N W W N N N                

 33 11 12 11 12 0=( )( )/ ,W N N N N         

где             0 0 11 12 11 33 13 31 12 33det( ) ( )( 2 )N N N N N N N N N  — определитель матри- 

цы 0.N  
Тензор Эшелби для шаровых частиц матрицы композита является изотроп-

ным, т. е. его компоненты не зависят от ориентации системы координат. Этот 
тензор можно представить в виде [5]  

 1 4 5ˆ ˆ ˆ= 2 .
3(1 15(1 )
  


 

N V D  

Тензору ˆ ,V  обратному тензору ˆ ,N  соответствует симметрическая матрица 
W  с элементами 11 22 33= = =(1 )(1/(1 ) 5/(4 5 )),W W W         12 13= =W W 
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23 =(1 )(1/(1 ) (5/2)/(4 5 )),W       44 55 66= = =15(1 )/(4 5 ).W W W       Ос-
тальные элементы этой матрицы, которая также является блочной, равны нулю. 

Следовательно, компоненты тензоров, обратных тензорам Эшелби для во-
локон и частиц матрицы композита, удалось представить элементами соответ-
ствующих блочных матриц. Поэтому вычисление инвариантов тензоров в ра-
венствах (5) целесообразно также вести в матричном виде.  

 Количественный анализ математической модели. Оценку в первом при-
ближении влияния удлинения волокон на упругие характеристики рассматри-
ваемых композитов можно получить, построив зависимости от параметра b  

коэффициентов ,D   входящих в соотноше-
ния для элементов матрицы ,N  соответ-
ствующей тензору Эшелби. В соответствии 
с зависимостями, приведенными на рис. 1 в 
полулогарифмических координатах, влия-
ние удлинения на значения указанных ко-
эффициентов пренебрежимо мало при 

>100,b  но с достаточной для оценочных 
расчетов точностью это влияние можно не 
учитывать уже при >20.b  

Для количественного анализа совмест-
ного влияния на упругие свойства компо-
зита объемной концентрации VC  волокон 
и других определяющих параметров следует 

расширить область представления в графическом виде вычисляемых значений 
объемного модуля K  и модуля сдвига .G  Отметим, что по этим значениям при 
необходимости можно вычислить не только коэффициент Пуассона   компо-
зита (формула приведена выше), но и его модуль Юнга = 9 / (3 ).E KG K G  

Для расширения области представления результатов расчетов используем 
верхние и нижние оценки объемного модуля и модуля сдвига композита в виде 

=(1 ) ,V VK C K C K
   1/ =(1 )/ /V VK C K C K

    и =(1 ) ,V VG C G C G
    

1/ =(1 )/ / ,V VG C G C G
    следующие из теории смесей [19, 20] и более строго 

обоснованные с привлечением двойственной вариационной формулировки за-
дачи о напряженно-деформированном состоянии неоднородного линейно 
упругого тела [13]. Тогда при нормировании вычисляемых значений объемного 
модуля по значению K  в виде  = /K K K  область графического представления 
результатов расчетов этого модуля будет ограничена в положительном единич-
ном квадранте с координатами VC  и K  сверху ординатой  =1,K  а снизу — кри-
вой, построенной по формуле  

  1= = .
(1 ( / 1))(1 ( / 1))V V

KK
K C K K C K K


  

       

Рис. 1. Зависимости коэффициентов, 
определяющих компоненты тензора 

Эшелби, от удлинения волокна 
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Аналогично будет ограничена в единичном квадранте с координатами VC  и 
 = /G G G  область графического представления вычисляемых значений модуля 

сдвига. При этом нижняя граница этой области будет определена по зависимости  

  1= = .
(1 ( / 1))(1 ( / 1))V V

GG
G C G G C G G


  
       

В случае   / = /K K G G  области представления результатов расчетов ука-
занных модулей совпадают. 

Зависимости модулей K  (сплошные линии) и G  (штриховые линии) от 
объемной концентрации VC  при фиксированных значениях  / = 20,K K  

 / =10G K  и  / = 0,5G K  приведены на рис. 2, а. Для этих значений совпада-
ющие нижние границы представления вычисляемых значений обоих модулей 
отмечены штрихпунктирной линией. Для каждого модуля расчеты выполнены 
при =1b  (кривые со светлыми кружками, соответствующие предельному слу-
чаю шаровых включений), = 2b  (кривые без символов) и =100b  (кривые со 
светлыми ромбами). Следует отметить, что изменение параметра b  в диапазоне 
значений 2...100, соответствующем принятому в литературе термину «короткие 
волокна» [2, 7, 8, 18], мало влияет на значения модулей композита при фикси-
рованных значениях ,VC  причем это влияние уменьшается при формальном 
условии 1VC  и исчезает при < 0, 2.VC  Переход от шаровых включений к во-
локнам с удлинением = 2b  приводит примерно к такому же изменению значе-
ний модулей, как и при изменении удлинений в диапазоне значений 2...100. 

Для сравнения на рис. 2, а сплошными и штриховыми линиями с темными 
кружками показаны зависимости модулей K  и G  от концентрации ,VC  рассчи-
танные для композита с хаотически ориентированными волокнами [7], взаимо-
действие которых с материалом матрицы определено с помощью теории сме- 
сей [18, 19]. Для объемного модуля и модуля сдвига такой подход в случае приня-

Рис. 2. Зависимости безразмерных модулей упругости ( )VK C  и ( )VG C  композита  
от объемной концентрации волокон при фиксированных значениях / =20,K K   

/ = 10G K   и / =0,5G K   (а) и  / 200,K K   / = 100G K   и / =0,5G K   (б) 
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тых значений упругих характеристик волокон и матрицы приводит при  0,3VC  
к завышенным оценкам по сравнению с рассматриваемой моделью и к суще-
ственно заниженным оценкам по мере возрастания объемной концентрации VC  
волокон. 

Результаты расчетов при фиксированных значениях  / = 200,K K  
 / =100G K  и значении  / = 0,5G K  представлены на рис. 2, б, что свидетель-

ствует о правильности тенденции применения более высокопрочных и высоко-
модульных волокон в качестве армирующих элементов композитов [2, 7, 18]. 
При этом область представления вычисляемых значений модулей композита 
заполняет весь положительный единичный квадрант с координатами VC  и K  
(или G ). Влияние удлинения волокон на модули упругости композита можно 
полагать достаточно малым при < 0, 4.VC  Отличие рассчитанных значений па-
раметров композита при = 2 100b  от значений модулей, вычисленных по 
формулам, приведенным в работе [7] (кривые с темными кружками), примерно 
такое же, как и отличие, показанное на рис. 2, а. 

Зависимости объемного модуля K  и модуля сдвига G  композита с алюминие-
вой матрицей от объемной концентрации VC  волокон из оксида алюминия  
(–Al2O3), для которого известны значения продольного модуля  = 402,84E  ГПа и 
модуля сдвига  =163, 45G  ГПа, приведены на рис. 3 [20]. Этим данным соответ-

ствует значение  = 250,81K  ГПа. Для алюми-
ниевой матрицы принято  = 81,3K  ГПа и 
 = 25, 9G  ГПа [20].  Кривые, показанные сплош-

ными и штрихпунктирными линиями, соответ-
ствуют верхней ( K ) и нижней ( K ) оценкам 
объемного модуля, а кривые, показанные штри-
ховой и пунктирной линиями, — верхней ( G ) и 
нижней ( G ) оценкам модуля сдвига рассматри-
ваемого композита. Сплошные и штриховые ли-
нии со светлыми кружками представляют ре-
зультаты расчета модулей K  и G  композита в 
случае дисперсных шаровых включений, а со 
светлыми ромбами — при удлинении волокон 

=100.b  Для этого композита изменение удли-
нения волокон в большей мере влияет на его 
объемный модуль, причем это влияние наиболее 

существенно при значениях объемной концентрации = 0,5 0,8.VC   
Заключение. Применение математической модели взаимодействия волокон 

и частиц матрицы со средой, упругие свойства которой соответствуют искомым 
модулям композита, позволило оценить влияние удлинения волокон в диапа-
зоне значений, характерном для так называемых коротких волокон. Установле-
но, что при малой объемной концентрации VC  волокон это влияние несуще-

Рис. 3. Зависимости модулей уп-
ругости композита с алюминиевой 
матрицей от объемной концент-
рации волокон из оксида алюминия 
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ственно, но и с увеличением концентрации VC  различие модулей упругости во-
локнистого композита при изменении удлинения волокон в промежутке 

=2 100b   мало по сравнению с абсолютными значениями этих модулей. 
Представленные расчетные зависимости позволяют прогнозировать упругие 

характеристики волокнистого композита по заданным упругим свойствам во-
локон и матрицы, а также по значениям VC  и удлинению b  волокна. 
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Abstract Keywords 
We built a mathematical model describing the interaction 
of the elements of the composite structure (short isotropic 
fibers and the matrix particles) with an isotropic elastic 
medium, whose moduli of elasticity are to be determined as 
the desired characteristics of the composite. The method of 
self-consistency helped to obtain the system of nonlinear 
matrix relations, establishing a connection between the 
desired composite moduli and the volume concentration of 
fibers and their elongation and elastic properties of the 
fibers and the matrix. We carried out a quantitative 
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analysis of the mathematical model and defined the 
boundaries within which the influence of the fiber 
elongation is significant. The calculated dependences 
obtained made it possible to predict elastic properties of 
the composite reinforced with short fibers (including the 
form of nanostructured elements, for example carbon 
nanotubes) 
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