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С ГЛАДКОЙ МНОГОСЕГМЕНТНОЙ
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ
Рассмотрено изменение свойств хаотических колебаний в авто-
номных автостохастических системах обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с многосегментной нелинейностью при плав-
ном переходе от кусочно-линейных функций к аппроксимирующим
их гладким зависимостям. Приведены три типа гладких функций,
позволяющих аппроксимировать кусочно-линейные зависимости со
сколь угодно высокой точностью. Отмечается отсутствие каче-
ственных изменений при переходе от кусочно-линейных нелинейных
функций к их гладким аналогам в автономных автостохастиче-
ских системах обыкновенных дифференциальных уравнений. Изме-
нение характеристик движения происходят постепенно, в соот-
ветствии с мерой отклонения гладкой аппроксимирующей функции
от кусочно-линейного прототипа.
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В настоящее время исследовано большое число различных мо-
делей автономных автостохастических систем [1–18]. Во многих из
них (в частности, в тех, которые описывают физически реализуемые
устройства, [1, 4, 6, 11–18]) нелинейность системы аппроксимируется
кусочно-линейной функцией. Так как практическая реализация иде-
альных кусочно-линейных зависимостей невозможна, некоторые авто-
ры также сравнивали поведение известных автостохастических систем
при аппроксимации их нелинейностей кусочно-линейными и гладкими
зависимостями [19], однако при этом использовали гладкие функции,
которые повторяли кусочно-линейную функцию только в общих чер-
тах. Задача исследования плавного перехода между ними не ставилась.
В связи с тем, что динамические системы с хаотическим поведе-

нием отличаются чрезвычайно высокой чувствительностью к любому
изменению их параметров, представляет интерес исследование изме-
нения свойств колебаний, генерируемых такими системами именно
при постепенном, плавном переходе от идеализированных кусочно-
линейных зависимостей к их сглаженным аналогам.
Поскольку последствия такого перехода наиболее заметны в систе-

мах со сложной нелинейностью, параметры которой непосредствен-
но задают основные геометрические характеристики хаотических ат-
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тракторов, рассмотрим данный вопрос на примере автономных ав-
тостохастических динамических систем с многосегментной нелиней-
ностью [20–24].

Аппроксимация кусочно-линейных зависимостей гладкими
функциями. Математическое описание кусочно-линейных много-
сегментных функций и их сглаженных аналогов может быть самым
разным. Однако поскольку интерес представляют не сами функции,
а их приложение к исследованию динамических систем, рассмотрим
наиболее компактные способы представления однозначных функций
такого типа.
Для описания регулярной многосегментной функции удобно ис-

пользовать выражение [20, 21]

S(x) = bx+
a− b

2
×

×
[
−P (x) +

M∑
m=1

[P (x+mc)− 1] +
N∑

n=1

[P (x− nc) + 1]

]
, (1)

где a и b — коэффициенты, определяющие наклон линейных сегментов
функции, a — наклон среднего, проходящего через начало координат,
сегмента и всех параллельных ему сегментов, b — наклон остальных

сегментов; c = 2
a− b

1− b
; P (x) =

|x+ 1| − |x− 1|
2

(рис. 1, а).

Кусочно-линейную функцию общего вида с произвольно располо-
женными линейными сегментами, имеющими неодинаковый наклон
(рис. 1, б), можно представить компактным выражением

f(x) = ax+
M∑
k=1

(bk − bk−1)Pb (x− δk)+

+
N∑

k=1

(ck − ck−1)Pc (x− γk), (2)

где a, bk и ck — коэффициенты, определяющие наклон среднего,
проходящего через начало координат, и боковых сегментов, причем
b0 = c0 = a; δk и γk — коэффициенты, задающие положение границ

между сегментами функции f(x); Pb (x) =
x+ |x|
2

; Pc (x) =
x− |x|
2

(см. рис. 1, а).
Функции (1) и (2) представляют собой суперпозицию одинаковых

элементарных нелинейностей, суммируемых с разными весами. По-
этому для построения гладких аналогов данных функций достаточно
заменить в выражениях (1), (2) кусочно-линейные зависимости P (x),
Pb(x), Pc(x) аппроксимирующими их гладкими кривыми.
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Рис. 1. Элементарные кусочно-линейные функции и их аппроксимация
гладкими функциями (а); кусочно-линейная функция с произвольным
расположением линейных сегментов, имеющих различный наклон, и ее
аппроксимация гладкой функцией (б); зависимость Δ(x)=Y (x) − P (x) в
окрестности точки x=1 при Δmax=0,225 (в)

Вначале запишем три простейшие зависимости, являющиеся глад-
кими аппроксимациями симметричной функции P (x).

1. Сглаживающая зависимость на основе показательной функции:

Y (x) =
2x0
n
Arth

[
C th

nx

2Cx0

]
, (3)

где C = th
n

2
; n — вещественное число, задающее степень близости

функций P (x) и Y (x), при увеличении абсолютной величины n точ-
ность аппроксимации неограниченно растет (соответственно степень
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“сглаженности” уменьшается); х0 — коэффициент, задающий положе-
ние границ между линейными сегментами функции P (x), для уравне-
ния (1) х0 = 1.
2. Сглаживающая зависимость на основе степенной функции:

Y (x) =
x[

1 + (x/x0)
2n] 12n , (4)

где n — целое положительное число, задающее степень близости функ-
ций P (x) и Y (x). При увеличении n точность аппроксимации неогра-
ниченно увеличивается.
3. Сглаживающая зависимость на основе функции ошибок:

Y (x) =

x∫
0

e
−
(
D

x
x0

)2n
dx, (5)

где D =

∞∫
0

e−ξ
2n

dξ =
1

2n
Γ

(
1

2n

)
; Γ(х ) — гамма-функция [25]; n — це-

лое положительное число, задающее степень близости функций P (x)
и Y (x).
Асимметричные функции Pb(x) и Pc(x) аппроксимируются сле-

дующими гладкими зависимостями.
1. Сглаживающая функция на основе показательной функции:

Y b (x) =
1

n
ln [1 + exn] , Y c (x) = −1

n
ln
[
1 + e−xn

]
. (6)

2. Сглаживающая функция на основе степенной функции:

Y b (x) =
x− 1[

1 +

(
x− 1− |x− 1|

2

)2n] 12n + 1,

Y c (x) =
x+ 1[

1 +

(
x+ 1 + |x+ 1|

2

)2n] 12n − 1.
(7)

3. Сглаживающая функция на основе функции ошибок:

Y b (x) =

x∫
−∞

e
−
(
D−ξ+|D−ξ|

2

)2n
dξ,

Y c (x) =

x∫
+∞

e
−
(
ξ+D+|ξ+D|

2

)2n
dξ.

(8)
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Степень сглаженности исходной кусочно-линейной зависимости в
выражениях (6)–(8) также определяется значением коэффициента n.
Приведенные гладкие функции, аппроксимирующие кусочно-

линейные функции P (x) и Pb(x), Pc(x), определены на интервале
[−∞; +∞] и всюду дифференцируемы на этом интервале. Всюду
дифференцируемыми являются также первая и все старшие производ-
ные этих функций [25].
Особенности сглаживания описывает разность исходной и сгла-

женной зависимостей Δ(x) = P (x) − Y (x). Максимальное значе-
ние этой функции характеризует степень сглаживания. Симметрич-
ные функции P (x) и Y (x) максимально расходятся при х = ±х0,
откуда Δmax = P (x0)− Y (x0). Наибольшее расхождение асимметрич-
ных функций Pb(x) и Y b(x), а также P с(x) и Y с(x), имеет место при
х = 0, поэтому Δbmax = Pb(0)− Y b(0), Δcmax = Pc(0)− Y c(0).
Преимуществом сглаживающих выражений (3) и (6) на основе по-

казательной функции является возможность непрерывного изменения
коэффициента n на всей шкале рациональных чисел и инвариантность
по отношению к знаку коэффициента n, а недостатком — незначитель-
ное изменение функции Y (x) в интервале значений n от 1 до 0, что не
позволяет для функции P (x) получить Δmax больше, чем ≈0,24.
Главным недостатком компактных выражений (4), (5), (7) и (8)

на основе степенной функции и функции ошибок является то, что
в них коэффициент n может принимать лишь целые положительные
значения. Однако при замене xξ на

g(x, ξ) =

⎧⎨
⎩

xξ, x > 0,

(−x)ξ , x < 0,
0, x = 0,

они допускают непрерывное изменение положительных n и позволяют
сглаживать функции P (x) , Pb(x), Pc(x) вплоть до их вырождения в
прямую (при n→ 0).
Различия в характере сглаживания кусочно-линейных функций вы-

ражениями (3)–(5) хорошо видны на рис. 1, в, где показан ход зависи-
мости Δ(х ) в окрестности стыка линейных сегментов функции Р(х )
при сильном сглаживании (Δmax = 0,225, n ≈ 1). На рис. 1, в видно,
что лучше всего “сглаживает углы” аппроксимирующее выражение на
основе функции ошибок: соответствующая ему зависимость Δ(х ) бы-
стрее всего убывает при удалении от границы сегментов. От него не-
значительно отличается выражение на основе показательной функции
1. Наиболее широкую окрестность границы сегментов существенно
изменяет аппроксимирующее выражение на основе степенной функ-
ции 2.
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Использование этих сглаживающих функций позволяет исследо-
вать изменение хаотических колебаний при переходе от исходной мно-
госегментной кусочно-линейной функции к ее гладкому аналогу.

Изменение свойств движения при постепенном переходе от
кусочно-линейного представления нелинейной функции к ее сгла-
женному аналогу. Проанализируем данные изменения на примере
уравнений, описывающих динамику схемы Чуа и ее динамического
аналога с многосегментной нелинейностью [20]:

dx

dτ
= A [y − x− S (x)] ;

dy

dτ
= x− y + z;

dz

dτ
= −By.

(9)

На рис. 2 показаны примеры временно́й зависимости переменной
х и проекции хаотического аттрактора на плоскость (x, y) в случае
кусочно-линейной функции S(x) (1) при M = N = 2 и ее аппрокcи-
мации выражением (3) при n = 1 (рис. 2, в). Хорошо видно, что даже
при таком значительном “скруглениии углов” колебания и аттрактор
внешне изменились мало.
Это впечатление подтверждает качественно рис. 3, на котором по-

казано изменение области существования хаотического аттрактора, от-
вечающего многосегментной функции S(x) в целом, (заштрихована)
в плоскости B = 100/7, a = −8/7, b = −5/7. Видно, что переход от
кусочно-линейного представления функции S(x) к аппроксимирую-
щей ее гладкой функции не сопровождается никакими качественными
изменениями структуры этой области и состоит лишь в постепен-
ном однонаправленном смещении ее границ по мере увеличения Δmax
(рис. 2, в). Причем пока Δmax мало́ (меньше 0,1), это смещение оста-
ется весьма незначительным. Только при увеличении Δmax до 0,35
наблюдается слияние верхней границы области существования хаоти-
ческого аттрактора с верхней границей ближайшего к ней широкого
периодического окна. Однако дальнейшее увеличение Δmax вплоть до
0,53 не приводит к каким-либо новым изменениям структуры данной
области.
Отсутствие качественных изменений параметров движения при пе-

реходе к гладкой нелинейной функции подтверждается также иден-
тичностью структуры частотных спектров колебаний системы (9) при
Δmax = 0 и Δmax ≈ 0,53. Основными различиями спектров является
ослабление дискретных составляющих в случае гладкой нелинейности
по сравнению с кусочно-линейной, что обусловлено главным образом
снижением мощности колебаний вследствие уменьшения их размаха

98 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012. № 1



Рис. 2. Хаотические колебания (a) и соответствующий им аттрактор (б) в
системе (9) с 7-сегментной кусочно-линейной функцией S(x) (1) и с ее гладким
аналогом (2) (в):
A = 11, B = 100/7, a = −8/7, b = −5/7, M = N = 2, n = 1

при “скруглении углов” (рис. 2, в). Кроме этого, при повышении сте-
пени сглаживания наблюдается снижение спектральной плотности на
частотах, превышающих основную частоту колебаний в окрестности
положений равновесия, в результате уменьшения максимальных зна-
чений производных по времени переменных x, y, z.

Таким образом, наблюдающиеся отличия носят преимуществен-
но количественный (а при малых Δmax — только количественный)
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Рис. 3. Изменение области параме-
тров системы (9), в которой наблю-
дается устойчивый хаотический ат-
трактор, соответствующий многосег-
ментной нелинейной функции S(x),
при переходе от кусочно-линейного
варианта этой функции к ее гладко-
му аналогу и увеличении степени ее
сглаживания:
B = 100/7, a = −8/7, b = −5/7,
M = N = 2, n = 1

характер и сводятся в основном к
смещению границ области значе-
ний констант уравнений (9), со-
ответствующих устойчивому суще-
ствованию хаотических колебаний.
Отметим, что показанные на

рис. 2, 3 результаты воспроизво-
дятся при использовании всех
трех приведенных здесь вариантов
аппроксимации кусочно-линейных
функций.
Аналогичная картина при пере-

ходе от кусочно-линейных много-
сегментных нелинейностей к глад-
ким наблюдается также в случае
других автономных автостохасти-
ческих систем, в том числе су-
щественно отличающихся от си-
стемы (9) по механизму возник-
новения хаотического движения и
его основным характеристикам, на-
пример, в уравнениях, описыва-
ющих многосегментные варианты
схем с отрицательной емкостью
и отрицательной индуктивностью
[26, 27] (см. рис. 3), а также в слу-
чае генераторов гиперхаотических
колебаний [28].
При построении композицион-

ных мультиаттракторов, объединя-
ющих несколько копий исходного

хаотического аттрактора [22–24], сглаживание редуплицирующих опе-
раторов также дает постепенное (по мере увеличения сглаживания)
изменение характеристик генерируемых колебаний при сохранении
основных параметров и структуры объединенного аттрактора.
Рассмотрим влияние сглаживания на примере мультиаттрактора,

образованного объединением хаотического аттрактора системы (9),
наблюдающегося при A = 9,4, B = 15, a = −2,6, b = −0,4, M = 1,
N = 0, с его копиями, полученными редупликацией этого аттракто-
ра по координате y, т.е. при замене в этих уравнениях переменной y

редуплицирующей функцией (оператором) Н (y) [22] (рис. 4, а):
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Рис. 4. Композиционный хаотический мультиаттрактор в системе (11) с
5-сегментной сглаженной функцией S(x) в случае кусочно-линейной (а) и
гладкой (б) редуплицирующих функций; зависимость приращения максималь-
ного значения коэффициента h от степени сглаживания функции H(y) (в)
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H (y) = y + (d+ 1)

{
P

(
y + s+ h+

h

d

)
+ P

(
y + s− h− h

d

)
−

−
M1∑
m=0

{
P

[
y + s− (2m− 1)

(
h+

h

d

)]
+

h

d

}
−

−
N1∑
n=0

{
P

[
y + s+ (2n− 1)

(
h+

h

d

)]
− h

d

}}
, (10)

где P (ξ) =
1

2

(∣∣∣∣ξ + h

d

∣∣∣∣−
∣∣∣∣ξ − h

d

∣∣∣∣
)
; d, h и s — вещественные коэф-

фициенты, причем d � 1; M1, N1 — целые неотрицательные числа.
После этого система (6) принимает вид

dx

dτ
= A [H (y)− x− S (x)] ;

dy

dτ
= x−H (y) + z;

dz

dτ
= −BH (y) .

(11)

Чтобы получить сглаженный аналог функции Н (y) необходимо в
уравнении (10) заменить кусочно-линейную функцию Р(y) гладкой
функцией Y (y) в соответствии с одним из уравнений (3)–(5), заменив

переменную х переменной у и положив x0 =
h

d
. Например, при ис-

пользовании аппроксимирующего выражения (3) гладкий аналог функ-
ции (10) имеет вид

Hсгл (y) = y + (d+ 1)

{
Y

(
y + s+ h+

h

d

)
+ Y

(
y + s− h− h

d

)
−

−
M1∑
m=0

{
Y

[
y + s− (2m− 1)

(
h+

h

d

)]
+

h

d

}
−

−
N1∑
n=0

{
Y

[
y + s+ (2n− 1)

(
h+

h

d

)]
− h

d

}}
, (12)

где Y (ξ) =
2 (h/d)

n
Arth

[
C th

nξ

2Ch/d)

]
.

На рис. 4, а и б показаны мультиаттракторы, соответствующие
кусочно-линейной (Н (y)) и сглаженной (Нсгл(y)) функциям приM1 =
= N1 = 1, d = 10, s = 0. Функция S(x) в обоих случаях сглажен-
ная (n = 1). Для сглаживания функций S(x) и Н (y) использованы
аппроксимирующие выражения на основе показательной функции.
В случае применения кусочно-линейных редуплицирующих опе-

раторов фазовое пространство внутри ячеек, содержащих локальные
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аттракторы, остается линейным. Поэтому все локальные хаотические
аттракторы являются практически точными копиями аттрактора ис-
ходной динамической системы. При сглаживании редуплицирующей
функции вблизи границ ячеек фазового пространства появляются зоны
сильной нелинейности, причем границы перехода фазовых траекторий
из одной ячейки в другую располагаются внутри этих зон. В резуль-
тате периферийные области всех локальных аттракторов оказываются
расположенными в зонах существенной нелинейности по переменной
редупликации (в данном случае по у), что изменяет динамику исход-
ной системы и, соответственно, параметры аттракторов внутри ячеек,
в частности их протяженность по данной переменной.
Вследствие этого появляется зависимость максимального значе-

ния константы h (она задает необходимый размер ячеек фазового про-
странства по переменной редупликации) от степени сглаживания реду-
плицирующей функции (рис. 4, в). Эта зависимость наиболее заметна
при использовании аппроксимирующего выражения на основе сте-
пенной функции и минимальна в случае сглаживания оператора Н (у)
выражением на основе функции ошибок, что объясняется различной
протяженностью зон сильной нелинейности в окрестностях границ
ячеек фазового пространства. Для функции ошибок она минимальна,
для степенной функции — наиболее велика (см. рис. 1, в).
Из рис. 4, в следует, что даже при весьма существенном сглажи-

вании редуплицирующей функции, соответствующем Δmax/h = 0,1,
относительное увеличение размеров ячеек фазового пространства со-
ставляет около 0,5 % для степенной функции, а для показательной
функции и функции ошибок оно менее 0,1%. Изменение конфигу-
рации области существования хаотических колебаний аналогично ее
изменению при сглаживании функции S(x). Относительное смещение
границ этой области имеет порядок Δh/h. Структура мультиаттрак-
тора полностью сохраняется. Из рис. 4, в также следует, что объеди-
ненный хаотический мультиаттрактор, соответствующий уравнениям
(9), (10), сохраняет устойчивость при очень сильном сглаживании ре-
дуплицирующей функции (по крайней мере до Δmax/h = 0,35), когда
относительное увеличение размеров ячеек фазового пространства, со-
держащих локальные аттракторы, превышает 10%.

Заключение. Выражения (3)–(8) при подстановке в уравнения
кусочно-линейных функций (1), (2), (7) позволяют осуществлять плав-
ный переход к их гладким аналогам. Степень сглаживания можно
точно задавать выбором значения коэффициента n. Эти свойства ап-
проксимирующих выражений (3)–(8) дают возможность исследовать
изменение характеристик различных динамических систем при посте-
пенном переходе от кусочно-линейных аппроксимаций нелинейных
членов уравнений к гладким.
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Исследование такого перехода на примере рассмотренной автоном-
ной автостохастической системы обыкновенных дифференциальных
уравнений с многосегментной нелинейностью показывает, что изме-
нение характеристик движения происходит постепенно, без качествен-
ных скачков, в соответствии с мерой отклонения гладкой аппроксими-
рующей функции от кусочно-линейного прототипа.
При этом способ математического представления сглаживающих

выражений не оказывает сколько-нибудь существенного влияния на
характер изменения свойств колебаний при переходе от кусочно-
линейного представления нелинейной функции к ее гладкому анало-
гу. Это показывает принципиальную возможность распространения
большинства результатов исследований автостохастических систем
рассмотренного типа, выполненных с использованием моделей, со-
держащих нелинейные функции в форме кусочно-линейных зависи-
мостей с разрывными производными, на случай систем с гладкими
всюду дифференцируемыми нелинейными функциями.
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