
МЕХАНИКА

УДК 539.3
А. А. Л о к т е в, В. В. В е р ш и н и н

МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ
ПРОТИВОУДАРНОЙ ИЗОЛЯЦИИ
С ВЯЗКОУПРУГИМИ ЭЛЕМЕНТАМИ
Решена задача динамического контакта ударника в виде твердо-
го тела и мишени в виде балки с учетом расположенного между
ними в зоне контакта противоударного изолятора, состоящего из
упругого и вязкого элементов, соединенных параллельно и последо-
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ские характеристики контактного взаимодействия, оценивается
вклад в значения конечных характеристик упругих и вязких пара-
метров изолятора. Рассматривается влияние упругих и вязких ха-
рактеристик изолятора на контактную силу, динамический прогиб
мишени и ускорение точек мишени, находящихся под изолятором,
а также выявляются зависимости динамических характеристик и
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Задачи, связанные с моделированием противоударных систем и
изоляторов, рассматривались неоднократно отечественными и зару-
бежными учеными [1–4]. В некоторых работах определялись контакт-
ная сила в месте удара [1, 2], перемещения точек мишени [1–4], уско-
рения, которые приобретает мишень после удара по ней [1, 3]. Рас-
ширяющиеся потребности противоударной защиты пассажиров, кон-
струкций и механизмов заставляют современных исследователей бо-
лее точно описывать процессы приложения динамической нагрузки и
деформирования основания, а это влечет за собой усложнение моде-
лей мишени и ударника. В работах [2, 5, 6] рассматривались удар-
ники, обладающие вязкоупругими, нелинейно упругими и упругопла-
стическими свойствами, также изучалось влияние упругих и неупру-
гих свойств мишени на конечные динамические характеристики уда-
ра [2, 5, 7, 8] с учетом стационарных и нестационарных процессов,
появляющихся в них после начала контакта. Несмотря на существен-
ные достижения в фундаментальных исследованиях по теории удара и
решении практических задач защиты пассажиров транспорта, некото-
рые вопросы остаются недостаточно изученными. Одним из таких во-
просов является выявление оптимальных значений параметров вязко-
упругих изоляторов двух простейших типов: с ограниченной (элемент
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Рис. 1. Вид противоударных изоляторов с вязкоупругими элементами
Кельвина–Фойгта (a) и Максвелла (б)

Кельвина–Фойгта) и неограниченной (элемент Максвелла) деформа-
циями вязкого демпфера, и определение возможностей использования
того или иного вязкоупругого элемента по характеру и времени изме-
нения основных характеристик динамического контакта.

Постановка задачи. В работе рассматривается механическая си-
стема (рис. 1) из двух тел (ударника и мишени) и расположенным
между ними изолятором, состоящим из вязкого и упругого элементов.
На рис. 1, а представлен изолятор с линейным вязкоупругим элемен-
том типа Кельвина–Фойгта, а на рис. 1, б — изолятор с вязкоупругим
элементом Максвелла.

Предполагается, что ударник и точки мишени могут двигаться
прямолинейно вдоль одной и той же прямой. Движение ударника и
мишени после начала контакта для модели вязкоупругого тела типа
Кельвина–Фойгта относительно основания описывается [1] системой
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дифференциальных уравнений

m1 (z̈1 + z̈3) +K (ż1 − ż2) + C (z1 − z2) = 0,

m2 (z̈2 + z̈3) +K (ż2 − ż1) + C (z2 − z1) = 0,
(1)

для модели вязкоупругого элемента Максвелла справедливы следую-
щие соотношения:

m1 (z̈1 + z̈3)−K

t∫
0

(ż1 − ż2) e
− t−t′

τ1 dt′ + C (z1 − z2) = 0,

m2 (z̈2 + z̈3)−K

t∫
0

(ż2 − ż1) e
− t−t′

τ1 dt′ + C (z2 − z1) = 0,

(2)

где m1 и m2 — массы тел ударника и мишени соответственно; z1
и z2 — координаты ударника и мишени относительно верхней точки
изолятора; z3 — координата верхней точки изолятора относительно
инерциальной системы отсчета (ось z направлена перпендикулярно
срединной плоскости мишени, оси x и y располагаются в плоскости
мишени); K — коэффициент вязкого сопротивления; C — коэффициент
жесткости упругого элемента.

Предполагается, что в начальный момент времени t = 0 крайняя
точка противоударного изолятора и область мишени под изолятором
(контактная область) покоятся, т.е. уравнения (1), (2) рассматриваются
при начальных условиях

x (t = 0) = 0, y (t = 0) = 0, ẋ (t = 0) = 0, ẏ (t = 0) = 0. (3)

Ускорение z̈ (t) характеризует внешнее воздействие, приложенное
к верхней точке изолятора, и считается заданной функцией времени.
В качестве критериев работы изолятора могут быть приняты такие
величины, как сила, действующая на мишень под изолятором,

I1 = max
t∈[0,∞]

P (t) , (4)

максимальное смещение мишени

I2 = max
t∈[0,∞]

y (t) , (5)

ускорение, которое получают точки защищаемой от ударного воздей-
ствия конструкции

I3 = max
t∈[0,∞]

ÿ (t) . (6)

Таким образом, имеются три характеристики, одна из которых —
силовая, вторая — геометрическая, третья — кинематическая. Для пол-
ного решения задачи противоударной изоляции и для выбора закона
изменения управляемой силой F и способа ее генерации (пиропатрон,
магнитная жидкость и т.д.) необходимо определить все три критерия
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изолятора. Подобная задача решалась в [1] для изолятора с вязкоупру-
гим элементом Кельвина–Фойгта и для случая, когда контактная сила
изменяется мгновенно (мгновенный удар), т.е. z̈ (t) = −V0δ (t), где
δ (t) — дельта-функция Дирака.

Метод решения. В данной работе рассматривается немгновенный
удар, т.е. контактная сила достигает своего максимального значения
через какое-то время после касания ударником изолятора. В рабо-
тах [6, 9] приведены примеры расчета, основанные на приближенной
теории типа Сен-Венана для поперечного удара по балке, для которой
учитываются вынужденные колебания, а контактная сила изменяет-
ся со временем по гармоническому закону, но предполагается, что
ударное взаимодействие носит неупругий характер, и не учитывается
зависимость контактной силы от местных деформаций в зоне взаи-
модействия тел. Несмотря на распространенность данного подхода
в инженерных задачах, результаты его использования не дают пол-
ной информации о характере процесса соударения и об изменении
силы взаимодействия между соударяющимися телами по времени, и
поэтому такая постановка неприменима в задаче противоударной изо-
ляции, в которой важна каждая миллисекунда. Для нахождения анали-
тической зависимости контактной силы от времени можно применить
теорию удара С.П. Тимошенко, как сделано в [10] для случая удара
по балке на упругом основании. Полученная в [10] искомая функ-
ция P = P (t) применима только при рассмотрении первого контакта
между соударяющимися телами. В настоящей работе сделана попытка
обобщить данный подход на случай вязкоупругих моделей ударного
взаимодействия и большего временно́го интервала.

В работе предполагается, что за время ударного взаимодействия
стационарные и нестационарные процессы деформировании мишени
не дошли до конца балки, т.е. рассматривается достаточно протяжен-
ная балка.

В качестве мишени рассматриваем балку, шарнирно опертую по
краям, т.е. граничные условия можно записать в виде

y (−l, 0) = y (l, 0) =
∂2y (−l, 0)

∂x2
=

∂2y (l, 0)

∂x2
= 0, (7)

где l — полудлина балки.
В качестве начальных условий ударного взаимодействия тел при-

нимаются следующие:

y (x, 0) = 0,
∂y (x, 0)

∂t
= 0. (8)

При нахождении аналитического выражения силы взаимодействия
между ударяющим телом и балкой воспользуемся алгоритмом, при-
веденным в [10]. При этом изложенная теория будет применима к
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случаям соударения с балкой таких тел, для которых общая нормаль
в точке соприкасания недеформированных поверхностей тела и бал-
ки проходит через центр инерции тела и причем вертикально. Кроме
того, уравнение поверхности тела в точках начального касания балки
и их окрестностях должно быть свободно от аналитических особен-
ностей и не должно содержать особых точек, а кривизна ударяющего
тела в тех же точках не должна быть равна нулю, иначе невозможно
применение расширенной теории Герца [6, 10].

Дифференциальное уравнение колебаний стержня имеет вид
∂4y

∂x4
= − ρ

EI

∂2y

∂t2
+

q (x, t)

EI
, (9)

где ρ — приведенная к длине масса стержня, Е — модуль Юнга, I —
момент инерции, q(x, t) — внешняя поперечная нагрузка.

Данное уравнение содержит производную по времени и производ-
ную по координате, для его решения необходимо избавиться или от
одного типа производных с помощью условий совместности, или от
другого — с помощью преобразования Лапласа. Запишем уравнение (9)
в пространстве изображений и представим неизвестные перемещения
мишени и внешнюю нагрузку в следующем виде [10]:

ỹ (x, p) =
2P̃ (p) l3

EIπ4

∞∑
n=1

1

p2n4
sin

nπa

l
sin

nπx

l
, (10)

где p — параметр преобразования Лапласа, а — координаты точки
приложения контактной силы P̃ (p), тильда над функцией обозначает
ее представление в пространстве изображений. Зависимости между
функциями и изображениями указаны в [11]. Граничные условия в
пространстве изображений остаются прежними.

В уравнении (9) можно перейти от определения функции проги-
бов к определению прогиба от действия единичной силы, для этого
необходимо пронормировать функцию ỹ (x, p) зависимостью P̃ (p):

u (x, p) =
ỹ (x, p)

P̃ (p)
=
2l3

EIπ4

∞∑
n=1

1

p2n4
sin

nπa

l
sin

nπx

l
. (11)

После определения зависимости для прогиба балки можно перейти
к определению контактной силы в месте взаимодействия двух тел, для
этого рассмотрим уравнение движения ударника после начала контак-
та, воспользовавшись уравнением

m1
d2s

dt2
= m1g − P (t) , (12)

где s (t) = α (t) + y (a, t) — полное перемещение ударника, α (t) —
деформации изолятора, а прогиб y (a, t) вычисляется в месте ударного
воздействия.

42 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012. № 2



Динамический контакт происходит при соблюдении начальных
условий

s (t = 0) = 0,
ds (a, 0)

dt
= V0. (13)

В пространстве изображений уравнение (12) с учетом начальных
условий (13) примет вид

P̃ (p) = −m1p
2s̃ (p) +m1pV0 +m1g. (14)

Зависимость местного смятия от контактной силы определяется
при решении контактной задачи механическими и геометрическими
параметрами контактирующих тел, в качестве основного соотношения
чаще всего используется модифицированная формула Герца

α (t) = b P (t)q , (15)

в случае вязкоупругого элемента Максвелла контактная сила прини-
мает интегральный вид с экспоненциальным ядром релаксации [2]:

P (t) = C (α− w)−K

t∫
0

(α̇− ẇ) e
− t−t′

τ1 dt′. (16)

Здесь b определяется геометрическими и механическими свойствами
соударяющихся тел; q = 2/3 — для начального касания в одной точке,

q = 1− 1

2n+ 1
— для плотного начального касания, рассмотренного в

[12] (Голдсмит и ряд других исследователей рекомендуют определять
этот параметр экспериментально); w — прогиб мишени; t′ — перемен-
ная интегрирования.

На основании соотношений (15) и (16), записанных в пространстве
изображений, из уравнения (14) получим

P̃ (p)
(
1 +m1p

2u
)
= −m1p

2bP̃ (p)q +m1pV0 +m1g. (17)

Для решения уравнения (17) можно использовать алгоритм после-
довательных приближений [10], в результате чего выведем рекуррент-
ную формулу

P̃ (p) =

(
V ′

bp

)1
q

(
1 +
(
1 +m1p

2u
) V

′1
q
−1

m1p (pb)

1
q

×

×
(
1 +
(
1 +m1p

2u
) P̃ (p)1−q

bm1p2

)1−1
q
)−1

q

, (18)

где V ′ = V0 + g/p.
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Если положить в правой части равенства (18) P̃ = 0, то получим
приближения для контактной силы соответствующего порядка, кото-
рый определяется степенью вложенности, т.е. числом представлений
P̃ (p)1−q с помощью самого же выражения (18). Указанный алгоритм
приводит к вычислению корней характеристического уравнения, опре-
деляющего соотношение P̃ (p) , единственное удовлетворяющее физи-
ческим условиям задачи.

Рассмотрим случай удара по изолятору, находящемуся в середине
балки (a = l), тогда для прогиба от действия единичной силы имеем

u (l, p) =
2l3

EIπ4

∞∑
n=1

p2

n4
. (19)

Раскладывая V ′1/q, V ′(1−q)/q по отрицательным степеням параметра
пространства изображений p, получим

P̃ (p) =

(
V0

k

)1
q
(
1 +

g

V0qp
+
(1− q) g2

2!V 20 q
2p2
+
(1− q) (1− 2q) g3
3!V 30 q

3p3
+ . . .

)
×

× p
−1
q

⎡
⎢⎣1− V

1−q
q

0 k
−1
q

qm1

(
1 +
(1− q) g

V0qp
+

+
(1− q) (1− 2q) g2
2!V 20 q

2p2
+
(1− q) (1− 2q) (1− 3q) g3

3!V 30 q
3p3

+ . . .

)
×

× p
−1+q

q

(
1 +
2m1l

3

EIπ4

∞∑
n=1

1

n4

)
+
(1− q)V

2−2q
q

0 k
−2

q

2q2m21
×

×
(
1 +
(2− 2q) g

V0qp
+
(2− 2q) (2− 3q) g2

2!V 20 q
2p2

+

+
(2− 2q) (2− 3q) (2− 4q) g2

3!V 30 q
3p3

+ . . .

)
p
−2+2q

q ×

×
(
1 +
2m1l

3

EIπ4

∞∑
n=1

1

n4

)
− . . .

]
(20)

Ограничиваясь в выражении для u только первым членом ряда в
соответствии с рекомендациями [6] и заменяя всю массу балки приве-

денным к точке приложения контактной силы значением
1

2
pl, в про-

странстве оригиналов получаем окончательное выражение [11]. Вы-
бирая соответствующие значения q, можно получить выражения для
силы взаимодействия между ударяющим телом и балкой при различ-
ных условиях начального касания.
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Коэффициент k зависит от упругих постоянных согласно выраже-
нию [6]

k =

(
2 · 4 . . . 2n

1 · 3 . . . (2n− 1)A
)
×

×
(
2n+ 1

2n
· 1 · 3 . . . (2n− 1)
2 · 4 . . . 2n · π (υ1 + υ2)

2A

) 2n
2n+1

. (21)

Здесь

υi =
λi + 2μi

4πμi (λi + μi)
; A =

1

2n!

(
d2nz1,2

dr2n

)
r=0

; z1,2 = Ar2n + . . . ; (22)

λi и μi — упругие постоянные Ляме для первого и второго тела; А —
коэффициент, определяющий условия касания двух тел; z1,2 — отно-
сительная индикатриса поверхностей тел в зоне взаимодействия тел;
n=1 соответствует частному случаю при касании тел в одной точке.

Решая данную задачу Коши методами операционного исчисления
[2], можно легко получить выражения для смещения ударника x(t), по-
сле чего можно будет найти значение критерия качества I1 в виде силы,
возникающей под изолятором. Обозначим m = K/2m1, n =

√
C/m1;

в зависимости от соотношения этих двух параметров возможны три
случая:

при n > m

x (t) = − 1

n1m3

t∫
0

P (τ) e−m(t−τ) sin (n1 (t− τ)) dτ , (23)

при n < m

x (t) = − 1

n2m3

t∫
0

P (τ) e−m(t−τ) sh (n2 (t− τ)) dτ , (24)

при n = m = λ

x (t) = − 1
m3

t∫
0

P (τ) e−λ(t−τ) (t− τ) dτ , (25)

где n1 =
√
n2 −m2, n2 =

√
m2 − n2.

Время первого ударного контакта находится по формуле для P (t)
и соответствует времени, при котором P (t) = 0.

В случае изолятора с вязкоупругим элементом Максвелла систе-
ма уравнений (2) решается также с помощью метода преобразования
Лапласа.

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012. № 2 45



Решая систему (20), получим выражения

ᾱ =
V0 [(χ+ p) (p+B1) + A1]

p [p3 + (χ+B1) p2 + (C1 +B1χ) p+B1C0 ]
, (26)

w̄ = ᾱ
p (χ+ p) + C/m

−p (χ+ p) + C/m
− V0 (χ+ p)

[−p (χ+ p) + C/m] p
, (27)

где χ = С/К , A1 =
C

ρhπr20
, B1 =

2G(2)

r0
, C1 = C

(
2

ρhπr20
+
1

m

)
,

C0 =
C

m
.

Представление выражений (26), (27) в пространстве оригиналов
зависит от корней характеристического уравнения

p3 + (ς +B1) p
2 + (C1 +B1ς) p+B1C0 = 0, (28)

представляющего равенство нулю знаменателя соотношения (26).
Уравнение (28) может иметь три действительных корня или один
действительный корень и два комплексно сопряженных.

В случае действительных корней уравнения (28) а1, а2, а3 выраже-
ния для α и w в пространстве оригиналов примут вид

α = A2 exp (a1t) +B2 exp (a2t) + C2 exp (a3t) +D2, (29)

w = A3 exp (a1t) +B3 exp (a2t) + C3 exp (a3t) +D3 +G3+

+ (E3 +H3) exp (a7t) + (F3 +K3) exp (a8t) , (30)

где A2 =
V0 [a

2
1 + (χ+B1) a1 + χB1 + A1]

(a1 − a2) (a1 − a3) a1
,

B2 =
V0 [a

2
3 + (χ+B1) a3 + χB1 + A1]

(a2 − a1) (a2 − a3) a2
,

C2 =
V0 [a

2
3 + (χ+B1) a3 + χB1 + A1]

(a3 − a1) (a3 − a2) a3
, D2 = −V0 (χB1 + A1)

a1a2a3
,

А3 =
V0 [a

2
1 + (χ+B1) a1 + χB1 + A1] (a

2
1 + χa1 + C/m)

(a1 − a2) (a1 − a3) a1 (a1 − a7) (a1 − a8)
,

B3 =
V0 [a

2
2 + (χ+B1) a2 + χB1 + A1] (a

2
2 + χa2 + C/m)

(a2 − a1) (a2 − a3) a2 (a2 − a7) (a2 − a8)
,

C3 =
V0 [a

2
3 + (χ+B1) a3 + χB1 + A1] (a

2
3 + χa3 + C/m)

(a3 − a1) (a3 − a2) a3 (a3 − a7) (a3 − a8)
,

D3 = −V0 (χB1 + A1)C

ma1a2a3a7a8
,

E3 =
V0 [a

2
7 + (χ+B1) a7 + χB1 + A1] (a

2
7 + χa7 + C/m)

(a7 − a1) (a7 − a2) (a7 − a3) a7 (a7 − a8)
,
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F3 =
V0 [a

2
8 + (χ+B1) a8 + χB1 + A1] (a

2
8 + χa8 + C/m)

(a8 − a1) (a8 − a2) (a8 − a3) a8 (a8 − a7)
,

G3 =
χV0

a7a8
, H3 =

(χ+ a7)V0
a7 (a7 − a8)

, K3 =
(χ+ a8)V0
a8 (a8 − a7)

,

a7,8 =
−χ±√χ2 + 4C/m

2
.

Для комплексно сопряженных корней а4, а5 и одного действитель-
ного корня а6 уравнения (28) α запишется как

α = exp (−1/2at)
{
ξ−1/2 sin

(
1

2
ξ1/2t

)
[2B4 − aA4] +

+ A4 cos

(
1

2
ξ1/2t

)}
+ C4 exp (a6t) +D4, (31)

w = exp (−at/2)×
×
{
ξ−1/2 sin

(
1

2
ξ1/2 t

)
[2B5 − aA5] + A5 cos

(
1

2
ξ1/2 t

) }
+

+ C5 exp (a6t) +D5 +G5 + (E5 +H5) exp (a7t)+

+ (F5 +K5) exp (a8t) , (32)

где

A4 =
V0 [a

2
4 + (χ+B1) a4 + χB1 + A1]

(a4 − a6) (a4 − a5) a4
−

− V0 [a
2
5 + (χ+B1) a5 + χB1 + A1]

(a5 − a6) (a4 − a5) a5
,

B4 =
V0 [a

2
4 + (χ+B1) a4 + χB1 + A1]

(a4 − a6) (a4 − a5) a4
− A4a4,

C4 =
V0 [a

2
6 + (χ+B1) a6 + χB1 + A1]

(a26 + aa6 + b) a6
,

D4 = − [χB1 + A1]V0
ba6

, a = χ+B1 + a6,

b = [C1 +B1χ+ a6a] , ξ = 4b− a2,

A5 =
V0 [a

2
4 + (χ+B1) a4 + χB1 + A1] (a

2
4 + χa4 + C/m)

(a4 − a6) (a4 − a5) a4 (a4 − a7) (a4 − a8)
−

− V0 [a
2
5 + (χ+B1) a5 + χB1 + A1] (a

2
5 + χa5 + C/m)

(a5 − a6) (a4 − a5) a5 (a5 − a7) (a5 − a8)
,
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B5 =
V0 [a

2
4 + (χ+B1) a4 + χB1 + A1] (a

2
4 + χa4 + C/m)

(a4 − a6) a4 (a4 − a7) (a4 − a8)
− A5a4,

C5 =
V0 [a

2
6 + (χ+B1) a6 + χB1 + A1] (a

2
6 + χa6 + C/m)

(a26 + aa6 + b) a6 (a6 − a7) (a6 − a8)
,

D5 =
V0 (χB1 + A1)C

mba6a7a8
,

E5 =
V0 [a

2
7 + (χ+B1) a7 + χB1 + A1] (a

2
7 + χa7 + C/m)

(a27 + aa7 + b) a7 (a7 − a6) (a7 − a8)
,

G5 =
χV0

a7a8
, H5 =

(χ+ a7)V0
a7 (a7 − a8)

,

F5 =
V0 [a

2
8 + (χ+B1) a8 + χB1 + A1] (a

2
8 + χa8 + C/m)

(a28 + aa8 + b) a8 (a8 − a6) (a8 − a7)
,

K5 =
(χ+ a8)V0
a8 (a8 − a7)

.

После определения величин w, α и их подстановки в (16) можно
записать выражение для контактной силы P (t). В случае действитель-
ных корней уравнения (28) она может быть представлена в виде

P (t) = C

[
(A2 − A4) exp (a1t) + (B2 −B4) exp (a2t)+

+ (C2 − C4) exp (a3t) + (D2 −D4 −G4)− (E4 +H4) exp (a7t)−

− (F4 +K4) exp (a8t)

]
−K

t∫
0

[
(A2 − A4) exp (a1t)+

+ (B2 −B4) exp (a2t) + (C2 − C4) exp (a3t) + + (D2 −D4 −G4)−
− (E4 +H4) exp (a7t)− (F4 +K4) exp (a8t)

]
exp

(
−t− t′

τ

)
dt′. (33)

Для случая комплексно сопряженных корней уравнения (28) из
выражения (16) получим

P (t)=C

〈
exp (−at/2)

{
ξ−1/2 sin

(
1

2
ξ1/2 t

)
[2 (B3−B5)+a (A5−A3)]−

− (A5 − A3) cos

(
1

2
ξ1/2 t

)}
+(C3 − C5) exp (a3t) + (D3 −D5 −G5)−

− (E5 +H5) exp (a7t)− (F5 +K5) exp (a8 t)

〉
−
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−K

t∫
0

〈
exp (−at/2)

{
ξ−1/2 sin

(
1

2
ξ1/2t

)
[2 (B3−B5)+a (A5 − A3)]−

− (A5 − A3) cos

(
1

2
ξ1/2 t

)}
+ (C3 − C5) exp (a3t) + (D3 −D5 −G5)−

− (E5 +H5) exp (a7t)− (F5 +K5) exp (a8 t)

〉
exp

(
−t− t′

τ1

)
dt′. (34)

Результаты численного анализа. Для анализа полученных анали-
тических зависимостей и установления влияния параметров изолятора
на конечные характеристики удара построим графики для нормально-
го перемещения контактной области, ее ускорения и контактной силы.
Выявление этих зависимостей также позволяет правильно определить
характеристики, вычисляемые по формулам (4)–(6).

На рис. 2–4 приведены графические зависимости контактной силы
в месте взаимодействия, нормального перемещения и ускорения точек
мишени под областью контакта от времени для случаев использования
изолятора с вязкоупругим элементом Кельвина–Фойгта (кривые 1–3) и
элементом Максвелла (кривые 4–6) для различных значений упругой
и вязкой составляющей изолятора. Кривые 1 и 4 получены для случая
С = 103Н/м, K = 106Н·c/м, кривые 2 и 5 соответствуют значениям
С = 103Н/м, K = 103Н·c/м, а кривые 3 и 6 — для С = 106Н/м,
K = 103Н·c/м. Остальные параметры взаимодействия имеют значе-
ния: Е = 2,1·105МПа, q = 2/3,m = 1 кг, V0 = 8м/с, l = 2м, r0 = 0,1м;
тип профиля — двутавр № 40.

На рис. 2 видно, что сила взаимодействия в месте установки изо-
лятора имеет различный характер зависимости от времени для двух
вязкоупругих элементов. Однако такие явления, как увеличение вре-
мени взаимодействия тел и уменьшение максимума контактной силы,
наблюдаются и для элемента Максвелла, и для элемента Кельвина–
Фойгта. Также имеет место прилипание ударника к мишени (кривые 1
и 6), что происходит при противоположных соотношениях параметров
упругости и вязкости. На рис. 3 видно, что при любом соотношении
параметров вязкости и упругости нормальное перемещение балки при
наличии в изоляторе вязкоупругого элемента Максвелла будет меньше.
Вместе с тем для элемента Кельвина–Фойгта максимум перемещения
(см. рис. 3) достигается за меньший интервал времени, а время кон-
такта больше, чем для элемента Максвелла. Следует также отметить,
что зависимости для двух разных вязкоупругих элементов начинают
различаться уже на начальном этапе взаимодействия. В целом элемент
Кельвина–Фойгта на этой стадии ведет себя более линейно, что гово-
рит о большем влиянии в этой конструкции упругого элемента. Видно,
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Рис. 2. Зависимость контактной силы от времени для различных значений
упругих и вязких характеристик изолятора

Рис. 3. Зависимость нормального перемещения от времени для различных зна-
чений упругих и вязких характеристик изолятора

что на начальном этапе характеристика нелинейности зависимости
прогиба от времени для элемента Кельвина–Фойгта является жест-
кой, т.е. кривая вогнута, а для элемента Максвелла эта характеристика
является мягкой, так как кривая выпукла. Из сравнения графических
зависимостей для ускорения точек мишени в области взаимодействия
тел (см. рис. 4) следует, что максимальные ускорения мишени соот-
ветствуют изолятору с вязкоупругим элементом Кельвина–Фойгта, и
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Рис. 4. Зависимость нормального ускорения от времени для различных
значений упругих и вязких характеристик изолятора

кроме того, время их возникновения существенно меньше, чем для
элемента Максвелла, для которого кривые в целом более плавные и
имеют максимальные значения, сильнее разнесенные во времени в
зависимости от параметров упругости и вязкости.

Выводы. Приведенные на рис. 2–4 зависимости позволяют вос-
пользоваться качественными параметрами, вычисляемыми по форму-
лам (4)–(6), и сделать вывод о том, что изолятор с вязкоупругим эле-
ментом типа Максвелла в целом является более мягким, но вместе с
тем элемент Кельвина–Фойгта обеспечивает большее время, в тече-
ние которого прогиб мишени не вернется в нулевое положение. Для
этих элементов совершенно разным является характер вязкоупругих
деформаций после достижения максимального значения: для элемен-
та Кельвина–Фойгта время существования этих деформаций больше.
Элемент типа Кельвина–Фойгта также дает возможность подобрать
значения параметров вязкости и упругости, для которых контактная
сила, достигнув максимума, практически не будет меняться, вызы-
вая остаточные напряжения. Отметим, что это свойство может быть
использовано при защите от одиночного удара. Для изолятора с вяз-
коупругим элементом типа Кельвина–Фойгта необходимо подобрать
значения параметров упругости и вязкости таким образом, чтобы де-
формации этих элементов примерно совпадали, в противном случае
такой элемент будет вести себя либо как отдельный упругий элемент,
либо как чисто вязкий элемент (см. рис. 3, 4).

Работа элемента Кельвина–Фойгта существенно зависит от вре-
мени приложения нагрузки: в случае кратковременной динамической
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нагрузки (ударное воздействие) деформации не успевают развиться и
изолятор ведет себя достаточно жестко, а деформации нарастают и по-
сле приложения нагрузки. Элемент Максвелла работает практически
при любой длительности приложения нагрузки, но он не позволя-
ет распределить значения динамических характеристик точек мишени
во времени. Из анализа работы элемента Кельвина–Фойгта следует,
что при заданных параметрах динамического воздействия для каждо-
го значения упругой характеристики существует только одно значения
параметра вязкости (и наоборот), при котором два простейших элемен-
та изолятора работают синхронно и гасят удар наилучшим образом.
Итак, элементы типа Кельвина–Фойгта и Максвелла могут оказывать
похожее воздействие на некоторые динамические характеристики, но
на большинство из них это влияние различно. Следовательно, при
проектировании реальных противоударных изоляторов целесообраз-
но использовать эти элементы вместе, подбирая параметры вязкости
и упругости в зависимости от прогнозируемых характеристик удара.
Эффективность конструктивного решения при этом будет зависеть от
времени ударного взаимодействия, от повторяемости динамической
нагрузки и от способа восстановления первоначальной формы изоля-
тора после первого удара.
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