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Решена задача о стабилизации циркулярной системы с двумя сте-
пенями свободы нелинейными диссипативными силами. Показано,
что влияние диссипативных сил неоднозначно — они могут как
стабилизировать циркулярную систему вплоть до асимптотиче-
ской устойчивости, так и дестабилизировать ее.
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Уравнения движения циркулярной системы под действием
диссипативных сил. Под циркулярной системой понимается ме-
ханическая система, находящаяся под действием потенциальных и
позиционных неконсервативных сил. Последние линейно зависят от
координат и характеризуются кососимметрической матрицей. Уравне-
ния движения циркулярной системы с двумя степенями свободы при
действии нелинейных диссипативных сил можно привести к виду

ẍ1 + λ1x1 + νx2 = − ∂R

∂ẋ1
;

ẍ2 + λ2x2 − νx1 = − ∂R

∂ẋ2
,

(1)

где функция Релея R(x1, ẋ1.x2, ẋ2) имеет вид

R =
1

2n
(β1x

2
1ẋ
2n
1 + β2x

2
2ẋ
2n
2 )+

+
1

2n+ 2
(γ1ẋ

2n+2
1 + γ2ẋ

2n+2
2 ), βi, γi > 0, i = 1, 2.

Случай n = 1 был детально исследован в работе [1]. Рассмотрим
общий случай любого n ∈ N . Приведем систему (1) к безразмерному
виду, введя безразмерное время τ =

√
λ1 + λ2 t. Отметим, что указан-

ная замена корректна, так как необходимым условием устойчивости
системы (1) является неравенство λ1 + λ2 > 0 при R = 0. Система (1)
примет вид

x′′1 + kx1 + ν0x2 + β1x
2
1x
′
1
2n−1 + γ1x

′
1
2n+1 = 0;

x′′2 + (1− k)x2 − ν0x1 + β2x
2
2x
′
2
2n−1 + γ2x

′
2
2n+1 = 0,

(2)

где ν0 =
ν

λ1 + λ2
, а обозначения для коэффициентов при нелинейных

слагаемых сохранены прежними.
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В системе (2) производные берутся по переменной τ , а k =
λ1

λ1 + λ2
.

Можно показать, что при выполнении неравенства

k(1− k) + ν20 <
1

4
(3)

линейная система при βi = γi = 0 устойчива. Характеристическое
уравнение имеет две пары чисто мнимых корней: ±iω1, ±iω2, где
ω1, ω2 удовлетворяют уравнению частот

ω4 − ω2 + k(1− k) + ν20 = 0.

Для удобства представим систему (2) в матричной форме

x′′ + Ax+ F (x, x′) = 0, (4)

где x = (x1, x2)
т, A =

(
k ν0
−ν0 1− k

)
, F = (F1, F2)

т,

F1 = β1x
2
1x
′
1
2n−1 + γ1x

′
1
2n+1,

F2 = β2x
2
2x
′
2
2n−1 + γ2x

′
2
2n+1.

Линейная и нелинейная нормализация. В системе (4) сделаем
линейную замену переменных:

x = Ly, y = (y1, y2)
т,

L =

⎛
⎜⎝

1
ν0

ω22 − k
ν0

1− k − ω21
1

⎞
⎟⎠ .

(5)

Поскольку линейная система является неконсервативной (матри-
ца A не является симметрической), то для перехода к нормальным
координатам необходимо провести анализ сопряженной системы

x′′ + Aтx = 0

и найти сопряженную матрицу L∗ собственных форм. Поскольку ма-
трица Aт получается из матрицы A заменой ν0 на −ν0, то и L∗ имеет
вид матрицы L после замены ν0 на −ν0, Матричное уравнение (4)
преобразуется к виду

y′′ + Λy + α−1F (Ly, Ly′) = 0, (6)

где Λ = diag(ω21, ω
2
2), α = 1− ν20

(ω22 − k)2
> 0.
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В системе (6) сделаем еще одну замену переменных

y1 =
1

2
(u1 + u1), y′1 =

iω1

2
(u1 − u1);

y2 =
1

2
(u2 + u2), y′2 =

iω2

2
(u2 − u2).

(7)

Относительно новых переменных u1, u2 система принимает вид

u′1 = iω1u1 +
i

ω1
α−1Φ1;

u′2 = iω2u2 +
i

ω2
α−1Φ2,

(8)

где

Φ1 = β1x
2
1x
′
1
2n−1 + γ1x

′
1
2n+1 − δ(β2x

2
2x
′
2
2n−1 + γ2x

′
2
2n+1);

Φ2 = β1x
2
1x
′
1
2n−1 + γ1x

′
1
2n+1 − δ(β1x

2
1x
′
1
2n−1 + γ1x

′
1
2n+1);

δ =
ν0

ω22 − k
.

(9)

В выражениях (9) необходимо последовательно провести замены
переменных (5) и (7).

После линейной нормализации сделаем нелинейную нормализа-
цию, в результате в преобразованной системе будут представлены
только резонансные члены.

Предположим, что отсутствует внутренний резонанс ω1 �= (2m +
+ 1)ω2. С помощью полиномиального преобразования

uk = zk + Z
(2n+1)
k (z1, z2, z1, z2), k = 1, 2, (10)

где Z(2n+1)k — однородная форма порядка (2n+ 1), систему (8) можно
привести к нормальной форме до членов (2n+ 1) включительно.

Члены тождественного резонанса в первом уравнении — A11z
n+1
1 zn1

и A12z1zn2 z
n
2 , во втором уравнении — A21z2z

n
1 z
−n
1 и A22z

n+1
2 zn2 .

В результате преобразований нормализованная система принимает
вид

z′1 = iω1z1 + A11z
n+1
1 zn1 + A12z1z

n
2 z

n
2 ;

z′2 = iω2z2 + A21z2z
n
1 z
−n
1 + A22z

n+1
2 zn2 .

(11)

В системе (11) коэффициенты Aij определяются формулами

A11 = − (2n− 1)!ω2n−21

22n(n+ 1)!(n− 1)!α [β1 + (2n+ 1)ω
2
1γ1−

− δ2n+2(β2 + (2n+ 1)ω
2
1γ2)];
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A22 = − (2n− 1)!ω2n−212

22n(n+ 1)!(n− 1)!α [β2 + (2n+ 1)ω
2
2γ2−

− δ2n+2(β1 + (2n+ 1)ω
2
2γ1)];

A12 = −(2n− 1)!ω
2n−2
2

22nn!(n− 1)!αδ
2[−(β2 + (2n+ 1)ω22γ2)+

+ δ2n+2(β1 + (2n+ 1)ω
2
2γ1)];

A21 = −(2n− 1)!ω
2n−2
1

22nn!(n− 1)!αδ
2[−(β1 + (2n+ 1)ω21γ1)+

+ δ2n+2(β2 + (2n+ 1)ω
2
1γ2)].

Анализ устойчивости. Сделаем в системе (11) замену переменных

z1 =
√
ρ1e

iϕ1 , z2 =
√
ρ2e

iϕ2 .

Тогда при ρ2 = 0 уравнение для ρ1 имеет вид ρ′1 = A11ρ
n+1
2
1 . При

A11 > 0 уравнение имеет неограниченно растущее решение. Из те-
оремы Четаева о неустойчивости следует неустойчивость нулевого
решения, при этом в качестве функции Четаева можно взять V = ρ1.
Аналогично неустойчивость будет иметь место и при A22 > 0.

Таким образом, при A11 > 0 или A22 > 0 равновесие исходной
системы (1) x1 = x2 = 0, x′1 = x′2 = 0 будет неустойчивым.

Для асимптотической устойчивости необходимо, чтобы A11 < 0,
A22 < 0.

Рассмотрим частные случаи. Относительно переменных ρ1, ρ2 си-
стема (11) имеет вид

ρ′1 = 2A11ρ
n+1
1 + 2A12ρ1ρ

n
2 ;

ρ′2 = 2A21ρ2ρ
n
1 + 2A22ρ

n+1
2 .

(12)

Пусть γ1 = γ2 = 0, тогда A11 < 0 при δ2n+2 <
β1

β2
, а A22 < 0 при

δ2n+2 <
β2

β1
. Если β1 > β2, то δ2n+2 <

β2

β1
, а A12 < 0 при δ2n+2 >

β2

β1
и

A21 > 0 при δ2n−2 <
β1

β2
.

Из изложенного делаем основной вывод: равновесие асимптотиче-
ски устойчиво при выполнении неравенств

2n−2
√

β2
β1
< δ < n+2

√
β2
β1
. (13)

Это следует из существования положительно определенной функ-
ции Ляпунова [2]

V = ρ1 + αρ2, α > 0. (14)
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Производная V̇ может быть отрицательно определена выбором α.
Если A12 > 0 и A21 < 0, то условием асимптотической устойчивости
являются неравенства (13).

Аналогично рассматривается случай, когда β1 = β2 = 0. Например,
при A12 > 0 и A21 < 0 условием асимптотической устойчивости (если
γ2 > γ1) является неравенство

2n−2
√

γ1
γ2
< δ < 2n−2

√
γ1
γ2

.

Из полученных результатов следует, что для асимптотической
устойчивости равновесия значение циркулярной силы, которая ха-
рактеризуется параметром δ, должно быть одновременно не меньше
и не больше полученных значений, выраженных через параметры
исходной системы.
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