
УДК 531.3

В. В. Л а п ш и н

О ПРИНЦИПЕ ВИРТУАЛЬНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ
Приведена уточненная формулировка и дано доказательство до-
статочности условий принципа виртуальных перемещений.

E-mail: vladimir@lapshin.net

Ключевые слова: принцип виртуальных перемещений.

Принцип виртуальных перемещений, сформулированный И. Бер-
нулли в 1717 г. [1], — один из классических результатов теоретической
механики — рассматривается в учебниках по теоретической механи-
ке [2–9]. Известны обобщения этого принципа на случай неудержива-
ющих [1, 4], неголономных [1, 2, 9–11], нестационарных [11] и неиде-
альных [1] связей.

Рассмотрим классическую формулировку принципа: для равнове-
сия механической системы, на которую наложены голономные, удер-
живающие, стационарные и идеальные связи, необходимо и доста-
точно, чтобы сумма работ всех активных сил, приложенных к точ-
кам системы, на любом виртуальном перемещении равнялась нулю и
скорости всех точек системы в начальный момент времени равнялись
нулю, т.е.

δA =
∑
k

F̄k δr̄k = 0, V̄k(t0) = 0 (k = 1, 2, . . . , n). (1)

При этом рассматривается механическая система, состоящая из n

материальных точек. Уравнения движения системы имеют вид

mk ¨̄rk = F̄k + R̄k (k = 1, 2, . . . , n), (2)

где mk — масса k-й точки системы, r̄k — ее радиус-вектор; F̄k — актив-
ная сила; R̄k — реакции идеальных связей, приложенные к k-й точке
системы.

Необходимость принципа виртуальных перемещений и его дока-
зательство не вызывают сомнений. Отметим, что в изложении курса
теоретической механики можно ограничиться формулировкой и дока-
зательством необходимости условий принципа [2].

Доказательство достаточности условий принципа виртуальных пе-
ремещений в [3–9] является ошибочным. Более того, и формулировка
условий достаточности является не полной.

Приведем контрпример. Рассмотрим (рисунок) движение матери-
альной точки вдоль гладкой горизонтальной направляющей под дей-
ствием активной силы F = kx1/3, где k = const > 0, при начальных
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Схема движения материальной точки

условиях t0 = 0, x(0) = 0, ẋ(0) = V (0) = 0. В этом случае выпол-
нены условия принципа виртуальных перемещений. Связи являются
голономными, удерживающими, стационарными и идеальными. На-
чальная скорость равна нулю. Активная сила в начальном положении
равна нулю, а тогда и ее виртуальная работа δA = F δx = 0. В си-
лу принципа виртуальных перемещений система должна оставаться в
равновесии в начальном положении.

Используя преобразование ẍ =
dV

dt
=

dV

dx

dx

dt
= V

dV

dx
, найдем

решение дифференциального уравнения движения при заданных на-
чальных условиях:

mẍ = kx1/3 ⇒ mV
dV

dx
= kx1/3 ⇒

⇒ V 2 =
3k

2m
x4/3 ⇒ V =

dx

dt
= ±
√
3k

2m
x2/3 ⇒

⇒
x∫
0

x−2/3dx = ±
√
3k

2m
t⇒ x1/3 = ±

√
k

6m
t⇒ x = ±

(
k

6m

)3/2
t3.

При заданных начальных условиях уравнение движения имеет три

решения: 1) x(t) = 0, 2) x =

(
k

6m

)3/2
t3, 3) x = −

(
k

6m

)3/2
t3.

Первому решению соответствует равновесие, а второму и третьему —
движение системы.

Этот пример опровергает достаточность условий принципа вир-
туальных перемещений. Аналогичный пример рассмотрен ранее
Я.Л. Геронимусом [10].

Исследуемая механическая система весьма необычна. Заданным
начальным условиям соответствуют три различных решения. Объяс-
няется это тем, что не выполнены условия теоремы существования и
единственности решения дифференциального уравнения движения. С
точки зрения механики при этом не выполнен принцип детерминиро-
ванности, который является одной из основ теоретической механики
и послужил обоснованием формулировки второго закона Ньютона. В
учебниках по теоретической механике негласно предполагается, что
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принцип детерминированности справедлив для всех механический си-
стем. Однако контрпример показывает, что недетерминированные ме-
ханические системы существуют.

Замечание. В начальный момент времени равны нулю скорость и
ускорение точки, а также сила, действующая на точку. Следовательно,
равенство нулю силы, действующей на точку, и начальных значений
скорости и ускорения не означает, что она будет находиться в равно-
весии. При этом под равновесием понимается сохранение заданного
положения (или равенство нулю скорости) в течение некоторого от-
резка времени.

В конрпримере сила является потенциальной. Потенциальная энер-

гия Π = −3
4
kx4/3 имеет в начальном положении изолированный мак-

симум. Аналогичное уравнение движения можно получить для сколь-
жения материальной точки по гладкой горке, расположенной в вер-
тикальной плоскости. Положение на вершине этой горки (максимум
потенциальной энергии) при этом не является положением равнове-
сия.

Если выполнены условия теоремы существования и единственно-
сти решения дифференциальных уравнений движения, то механиче-
ская система является детерминированной. Обратное утверждение не
верно. Например, если в контрпримере поменять знак силы, то диф-
ференциальное уравнение движения mẍ = −kx1/3 не удовлетворяет в
начальном положении условиям теоремы существования и единствен-
ности решения, но имеет при этом единственное решение x ≡ 0, т.е.
система является детерминированной. Отметим, что подобные диф-
ференциальные уравнения движения возникают в модели удара Герца
(контактной задаче) [12].

Остановимся на ошибках в известных доказательствах достаточ-
ности условий принципа виртуальных перемещений.

В учебниках П.Аппеля [3], Е.Н. Березкина [4], К.С. Колесникова
[5], Н.Н.Никитина [6] и др. доказательство проводится от противного.
Пусть выполнены условия (1) и начинают двигаться некоторые ма-
териальные точки системы. Начальные скорости равны нулю, и эти
материальные точки начинают двигаться в направлении действующей
на них силы. Тогда на действительном перемещении для этих точек
элементарная работа активной силы и силы реакции связей (F̄k +

+ R̄k)dr̄k > 0. Следовательно, dA =
∑
k

F̄kdr̄k +
∑
k

R̄kdr̄k > 0. Для

стационарных связей действительное перемещение является одним из
виртуальных. На этом виртуальном перемещении сумма работ сил ре-
акции связей равна нулю в силу идеальности связей и сумма работ
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активных сил δA =
∑
k

F̄kδr̄k = dA > 0, что противоречит условию

принципа.
Ошибка авторов заключается в неверной трактовке действитель-

ного перемещения системы. Действительное перемещение — это диф-
ференциал радиус-вектора точки, и оно равно нулю (dr̄k = V̄kdt = 0)
для всех точек системы, так как движение начинается из положения с
нулевыми скоростями. Тогда dA = 0.

В учебнике С.М. Тарга [7] доказательство проводится на основе те-
оремы об изменении кинетической энергии. Пусть выполнены условия
(1) и механическая система начинает двигаться, тогда сумма элемен-
тарных работ dA =

∑
k

F̄kdr̄k +
∑
k

R̄kdr̄k = dT , а изменение кинети-

ческой энергии dT будет положительным, так как в исходном положе-
нии система была неподвижна. Тогда dA > 0 и далее доказательство
С.М. Тарга повторяет предыдущее.

Ошибка автора в сущности совпадает с ошибкой предыдущего до-
казательства и связана с неверной трактовкой дифференциала кинети-
ческой энергии. На самом деле dT =

∑
k

mkVkdVk = 0 в силу того,

что V̄k(t0) = 0.
На эти ошибки в доказательстве достаточности условий принципа

виртуальных перемещений ранее указывалось в статье Г.Д. Блюмина
[11].

В учебниках Н.В. Бутенина с соавторами [8], Ю.Ф. Голубева [9]
и статье Г.Д. Блюмина [11] приведено более удачное доказательство,
которое исправляет указанные ошибки. Авторами показано, что суще-
ствует виртуальное перемещение системы

δr̄k = εāk (k = 1, 2, . . . , n), (3)

где āk — ускорение k-й точки системы, ε — положительная бесконечно
малая величина. Доказательство принципа проводится от противного.
Пусть условия (1) выполнены и система начала двигаться. Тогда на
этом виртуальном перемещении в силу идеальности связей и уравне-
ний движения (2)

δA =
∑
k

F̄kδr̄k =
∑
k

(
F̄k + R̄k

)
δr̄k =

= ε
∑
k

(
F̄k + R̄k

)
āk = ε

∑
k

(
F̄k + R̄k

)2
mk

> 0,

что противоречит условиям (1).
Неточность авторов заключается в том, что система может начать

двигаться из состояния покоя, так что при этом ускорения всех точек
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будут равняться нулю, т.е. в силу уравнений движения и силы будут
равняться нулю: F̄k + R̄k = 0. Именно такой случай рассмотрен в
контрпримере (см. замечание).

На самом деле незначительная модификация этого доказательства
показывает, что если выполнены условия (1) принципа виртуальных
перемещений, то в начальный момент времени имеет место равенство
нулю сил, приложенных к каждой точке системы: F̄k + R̄k = 0 [10].
Однако этого не достаточно для равновесия системы.

Действительно, на виртуальном перемещении (3)

δA =
∑
k

F̄kδr̄k =
∑
k

(
F̄k + R̄k

)
δr̄k = ε

∑
k

(
F̄k + R̄k

)
āk =

= ε
∑
k

(
F̄k + R̄k

)2
mk

= ε
∑
k

mkā
2
k = 0,

следовательно, F̄k + R̄k = 0, āk = 0 при k = 1, 2, . . . , n.
Уточнение формулировки достаточности условий принципа вир-

туальных заключается в том, что механическая система должна быть
детерминированной.

Лемма. Если в начальный момент времени скорости и ускорения
всех точек механической системы раны нулю и система является де-
терминированной при данных начальных условиях, то система нахо-
дится в равновесии.

Доказательство. В силу уравнений движения (2) сила, действую-
щая на k-ю точку системы, равна нулю: F̄k + R̄k = 0. Тогда уравнения
движения (2) имеют решение r̄k(t) ≡ r̄k(t0) = r̄0k (k = 1, 2, . . . , n),
которому соответствует равновесие системы. В силу детерминирован-
ности системы это решение является единственным.

Теорема (достаточность принципа виртуальных перемеще-
ний). Рассмотрим механическую систему, на которую наложены
голономные, удерживающие, стационарные и идеальные связи. Если

1) сумма виртуальных работ активных сил равна нулю (δA =
=
∑
k F̄k δr̄k = 0),

2) начальные скорости всех точек системы равны нулю (V̄k(t0) = 0,
k = 1, 2, . . . n),

3) система является детерминированной в окрестности началь-
ного состояния (r̄k(t0) = r̄0k, V̄k(t0) = 0, k = 1, 2, . . . , n),

то система находится в равновесии.
Доказательство. Проведем от противного. Если система начинает

двигаться, то в силу леммы ускорение хотя бы одной точки отлично
от нуля, а тогда справедливо доказательство, приведенное в [8, 9, 11].
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