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Показано, что выделенные в работе автора [1] операторы, дающие
однородные функции, позволяют разрешить неявные функциональ-
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Постановка задачи. Рассмотрим уравнение состояния теории пол-
зучести

ε =
σ

E
+ Ω(t)σn, (1)

где ε — деформация; σ — напряжение; E и n — постоянные; Ω(t) —
функция времени.

На рис. 1 показаны различные варианты использования уравне-
ния (1). Перевод (рис. 1, а) заданной программы σ(t) в ε(t) осуществля-
ется самим функциональным уравнением. Второй вариант (рис. 1, б)
в реальном масштабе времени затруднен даже с использованием од-
нородных функций, поскольку последние заданы в операторной пере-
менной ω = βΩ, где β — безразмерная постоянная известной структу-
ры [1]. В частности, β включает в себя начальные условия.

Однако, обращение (рис. 1, в) уравнения (1) возможно в перемен-
ной ω с помощью интегральных уравнений. Производная уравнения
(1) имеет вид

dε

dt
=
1

E

dσ

dt
+
dΩ

dt
σn + Ω

dσn

dt
, (2)

Рис. 1. Варианты использования уравнения (1)
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где dΩ/dt = B; Ω(0) = 0.
Проинтегрируем уравнение (2) с учетом начального условия: при

t = 0 ε(0) = σ(0)/E. Тогда

ε− ε(0) =
σ

E
− σ(0)

E
+

∫ Ω

0

σndΩ +

∫ σ

0

Ωdσn.

Начальное условие приводит к нелинейному интегральному урав-
нению

σ = Eε− E

∫
σndΩ− E

∫
Ωdσn (3)

и к его частным случаям: в статической теории ползучести

σ = Eε− E

∫
σndΩ (4)

и в динамической теории ползучести

σ = Eε− E

∫
Ωdσn (5)

Подставив в уравнения (3)–(5) однородные функции, в результа-
те интегрирования получим в правой части явные функции времени,
решающие поставленную задачу (см. рис. 1, в).

Отметим, что формально уравнение (1) можно представить в обра-
щенной форме

σ = Eε− EΩσn.

Преимуществом неявных функционалов (3)–(5) является свобода
выбора однородных функций. Можно, например, в (3) подставить два
разных оператора — один убывающий, другой возрастающий. Относи-
тельно параметра β можно сделать вывод, что он является переменным
по пространственной координате. Источником такой неоднородности
помимо начальных условий оказываются, например, остаточные на-
пряжения [2], в частности вторичные [3]. В механике грунтов [4]
постоянная β может быть принята β = Ω∗, определяемой экспери-
ментально для разных элементов конструкций.

В случае задач, связанных с фундаментами зданий, уравнения (3)–
(5) переносятся на свойства основания с помощью алгоритмов теории
управления [5] путем замены σ на реакцию основания, ε — на прогиб,
а E — на коэффициент пропорциональности c [6].

В полученных интегральных уравнениях выделим два функцио-
нала

Y =

∫
σndΩ

и

Φ =

∫
Ωdσn.
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Рис. 2. Функции операторной пе-
ременной

Определим их как передаточные
функции теории ползучести. Для ре-
шения уравнений (3)–(5) существует
ряд методов [7, 8]. В настоящей рабо-
те предлагается приближенный спо-
соб решения нелинейных интеграль-
ных уравнений, связанный с нахожде-
нием передаточных функций в классе
однородных операторов.

Релаксационный оператор. По-
лагаем (n > 1)

σ = σ(0)Δ, Δ = (1 + ω)
− 1
n−1 .

Тогда Y и Φ оказываются явными функциями операторной перемен-
ной:

Y =
(n− 1)σ(0)n

β

[
1− (1 + ω)−

1
n−1

]
;

Φ =
nσ(0)n

β

[
(1 + ω)−

1
n−1 − 1

n
(1 + ω)−

n
n−1 − n− 1

n

]
.

На рис. 2 изображен примерный вид этих функций с учетом соот-
ношения

Y∗ = −Φ∗ = (n− 1)σ(0)n
β

.

С релаксационным оператором уравнения (3)

ε =
σ

E
+
n− 1
β

σ(0)n
[
1− (1 + ω)−

1
n−1

]
+

+
nσ(0)n

β

[
(1 + ω)−

1
n−1 − 1

n
(1 + ω)−

n
n−1 − n− 1

n

]
решают поставленную задачу в операторной переменной

σ = Eε− Eσ(0)nΔn

β
ω = Eε− Eσ(0)nΩ (1 + ω)−

n
n−1 .

Балка на реономном основании. Рассмотрим изгиб балки (рис. 3)
равномерно распределенной по длине l нагрузкой q. Реакцию основа-
ния примем в виде

qG = cy − c [cy(0)]nΩ (1 + ω)−
n
n−1 ,

где y — прогиб.
С использованием решения [9] для материала балки имеем

∂2y

∂z2
=

∂2y(0)

∂z2
− Ω̃M

m

Jmmx

,
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Рис. 3. Схема изгиба балки

Рис. 4. Силовые фак-
торы в точке колло-
кации

где ∂2y/∂z2 = χ — кривизна изогнутой оси в деформированном со-
стоянии; ∂2y(0)/∂z2 = χ(0); z — координата; Ω̃,m — параметры ма-
териала; Jmx — обобщенный момент инерции поперечного сечения
относительно главной центральной оси x.

Нагрузка, действующая на балку,

p = q − qG = q − cy + c [cy(0)]nΩ (1 + ω)−
n
n−1

определяет реакции в опорах:

2R =

∫ l

0

pdz = ql − cF∗ + cn+1ΩF ∗n(0),

F∗ =

l∫
0

ydz, F ∗n(0) =

l∫
0

(1 + ω)−
n
n−1 [y(0)]n dz,

где F ∗ — ометаемая площадь в деформированном состоянии; F ∗n(0) —
обобщенная ометаемая площадь в начальном состоянии, соответству-
ющем упругому нагружению.

Следовательно,

R =
ql

2
− cF∗

2
+
1

2
cn+1ΩF ∗n(0)

и (рис. 4) в точке коллокации

M∗ = R
l

2
− l

2

l/2∫
0

pdz +

l/2∫
0

pz dz.

Поэтому

M∗ =
ql2

8
− cˆ̂zcF∗

2
+
l2

8
cn+1ΩF ∗n(0)

и

χ∗ = χ∗(0)− Ω̃

Jmmx

[
ql2

8
− cˆ̂zcF∗

2
+
l2

8
cn+1ΩF ∗n(0)

]m
.
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Явно входящее время соответствует хронотопии. Отметим, что Ω
может быть постоянной или, вообще, Ω = 0 в случае упругого осно-
вания.
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