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В настоящей работе изучаются условия равномерной приближа-
емости функций решениями (полиномиальными и мероморфными с
локализованными особенностями) однородных эллиптических диффе-
ренциальных уравнений с постоянными комплексными коэффициен-
тами на компактных подмножествах в R2.

Постановка задачи и формулировка основных результатов.
Пусть n — натуральное число, а L(x1, x2) — однородный многочлен от
двух вещественных переменных x1 и x2 степени n с комплексными
коэффициентами, т.е.

L(x1, x2) =
∑

k,s∈{0,...,n}
k+s=n

ck,sx
k
1x

s
2,
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где ck,s ∈ C. Предположим, что L удовлетворяет условию эллиптично-
сти, которое состоит в том, что L(x1, x2) = 0 только при x1 = x2 = 0,
и определим дифференциальный оператор L следующим образом:

L := L

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
. (1)

В этом случае L — однородный эллиптический дифференциальный
оператор в R2 порядка n с постоянными комплексными коэффициен-
тами. Для упрощения обозначений однородный многочлен L(x1, x2)
и соответствующий дифференциальный оператор L традиционно обо-
значаются одним и тем же символом. Это допустимо, так как не при-
водит к неоднозначности.

Всюду в дальнейшем через z обозначается как комплексное число
x1 + ix2, так и точка (x1, x2) плоскости R2.

Для произвольного множества E ⊂ R
2 обозначим через OL(E)

совокупность всех комплекснозначных функций f , каждая из которых
определена и удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению

Lf = 0 (2)

на некотором (своем) открытом множестве, содержащем E. Функции
класса OL(E) будем называть L-аналитическими на множестве E.

Классическими примерами операторов рассматриваемого вида

являются стандартные операторы Коши–Римана ∂̄ :=
∂

∂z
=
1

2

( ∂

∂x1
+

+ i
∂

∂x2

)
и Лапласа Δ, а также их степени ∂̄

n
и Δn, n ∈ N. При этом

L-аналитические функции — это обычные голоморфные и гармони-
ческие функции, а также полианалитические и полигармонические
функции соответственно.

Обозначим через PL совокупность всех многочленов от перемен-
ных x1 и x2 с комплексными коэффициентами, являющихся решени-
ями уравнения (2). Такие многочлены называются L-аналитическими
многочленами

Пусть X — компакт в R2. Обозначим через C(X) пространство
всех непрерывных на X комплекснозначных функций с равномерной
нормой и определим пространства PL(X) и RL(X) как замыкания в
C(X) подпространств {p|X : p ∈ PL} и {g|X : g ∈ OL(X)} соот-
ветственно. При этом PL(X) и RL(X) — это в точности простран-
ства функций, допускающих равномерную на X аппроксимацию L-
аналитическими многочленами и L-аналитическими функциями с осо-
бенностями вне X соответственно. Отметим, что в последнем случае
в качестве приближающих функций достаточно рассматривать толь-
ко конечные линейные комбинации функций вида ΦL(z − a), a /∈ X ,
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где ΦL — фундаментальное решение для оператора L. Другими сло-
вами, RL(X) — это пространство функций, допускающих равномер-
ную на X аппроксимацию мероморфными L-аналитическими функ-
циями с полюсами, лежащими вне X . Определим также пространство
AL(X) := C(X) ∩ OL(X

◦), где через E◦ обозначается внутренность
множества E ⊂ R2.

Так как равномерный предел последовательности L-аналитических
в некоторой области функций снова является L-аналитической (в той
же области) функцией, то PL(X) ⊂ AL(X) и RL(X) ⊂ AL(X) для
любого компакта X ⊂ R2. Таким образом, условие L-аналитичности
данной функции f ∈ C(X) на внутренности X◦ компакта X является
естественным необходимым условием равномерной приближаемо-
сти этой функции на X как L-аналитическими многочленами, так и
L-аналитическими мероморфными функциями с особенностями внеX .

Естественно, возникают задачи описания компактов X ⊂ R2, для
которых выполняются равенства PL(X) = AL(X) и RL(X) = AL(X)
соответственно. Эти задачи являются непосредственными и естествен-
ными обобщениями классических задач об аппроксимации функций
многочленами и рациональными функциями комплексного перемен-
ного, восходящих к Вейерштрассу и Рунге.

Пусть B(a, r) — открытый круг с центром в точке a ∈ R2 и радиу-
сом r > 0. Если B = B(a, r), то qB = B(a, qr), q > 0.

Определение. Скажем, что компакт X ⊂ R
2 обладает свойством

достаточности дополнения, если существует число � = �(X) ≥ 1
такое, что для любого достаточно малого δ > 0 и для любой точки
a ∈ R2 с условием B(a, δ) ∩ ∂X �= ∅ существует гладкая жорданова
дуга γ ⊂ B(a, �δ) такая, что diamγ = δ, γ∩X = ∅, а расстояние между
концевыми точками γ равно δ.

Основным результатом настоящей работы является следующее
утверждение.

Теорема 1. Пусть X — компакт в R2, для которого выполняется
условие достаточности дополнения. Тогда AL(X) = RL(X).

Приведем ряд достаточных условий метрического и топологиче-
ского характера, при выполнении которых для компакта X в R2 вы-
полняется условие достаточности дополнения. Для z ∈ R2 и r > 0
определим величину d(z, r,X) как верхнюю грань диаметров всех
связных компонент множества B(z, r) \X и введем величину

θ(X) := inf

{
d(z, r,X)

r
: z ∈ ∂X, r > 0

}
.

Кроме того, обозначим через X̂ объединение компакта X и всех огра-
ниченных связных компонент множества R2 \X .
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Напомним, что компакты X , обладающие свойством ∂X = ∂X̂ ,
называются компактами Каратеодори. Они естественно возникают
во многих задачах теории приближений.

Теорема 2. Пусть X — компакт в R2.
(1). Если выполняется одно из следующих условий:

(i) θ(X) > 0;
(ii) нижняя грань диаметров всех связных компонент множества
R
2 \X положительна;
(iii) каждая граничная точка компактаX является граничной точкой
для некоторой связной компоненты множества R2 \X;
(iv) ∂X = ∂X̂ (т.е. X — компакт Каратеодори),
то для компакта X выполняется условие достаточности дополнения
и, следовательно, AL(X) = RL(X).
(2) Если множество R2 \X связно, то AL(X) = PL(X).
Замечание 1. Так как компакты, имеющие связное дополнение,

удовлетворяют условию достаточности дополнения, то утверждение
(2) теоремы 2 получается из теоремы 1 с использованием классиче-
ского метода Рунге (в случае аппроксимации решениями общих эл-
липтических уравнений этот метод подробно описан, например, в [1,
§3.10]).

Отметим также, что если выполнено условие (i) теоремы 2, то
свойство достаточности дополнения выполняется для компакта X при
� = 2/θ(X). Условия (ii), (iii) и (iv) теоремы 2 гарантируют выполне-
ние условия достаточности дополнения для X при � = 2. При этом
условия (ii)–(iv) теоремы 2 проверяются намного проще, чем условие
достаточности дополнения в теореме 1 или чем условие (i).

Таким образом, необходимо доказательство только теоремы 1.
Все результаты теорем 1 и 2 являются новыми для операторов

L, фундаментальное решение которых не является локально ограни-
ченным. Для операторов L, имеющих локально ограниченное фун-
даментальное решение, равенство AL(X) = RL(X) выполнено для
любого компакта X в силу [2, теорема 1]. Для операторов L порядка
2 утверждения теорем 1 и 2 были получены ранее в [3, теорема 1.1 и
предложение 3.1].

Отметим также, что утверждения теоремы 1 и первой части теоре-
мы 2 в голоморфном (при L = ∂̄) и гармоническом (при L = Δ) слу-
чаях непосредственно вытекают из критерия А.Г. Витушкина равно-
мерной приближаемости функций рациональными дробями [4, гл. V]
и критериев М.В. Келдыша [5] и Ж.Дени [6] равномерной приближа-
емости гармоническими функциями.

Утверждение второй части теоремы 2 при L = ∂̄ вытекает из теоре-
мы С.Н.Мергеляна [7], которая утверждает, что P∂̄(X) = A∂̄(X), если
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и только если множество R2 \X связно. При L = Δ соответствующее
утверждение является следствием критерия Дж.Уолша и А.Лебега [8;
9, теорема 3.3; 10, §1], согласно которому равенство PΔ(X) = AΔ(X)
имеет место, если и только если компакт X является компактом Кара-
теодори.

Таким образом, критерии Мергеляна и Уолша–Лебега равномерной
приближаемости функций многочленами комплексного переменного и
гармоническими многочленами формулируются в терминах топологи-
ческих свойств компактов, на которых рассматривается аппроксима-
ция.

В работе [3] отмечено, что если ordL = 2, то найдется такой эл-
липс или такая окружность XL, что PL(X) = C(XL). Таким обра-
зом, условие связности множества R2 \ X не является необходимым
для выполнения равенства PL(X) = AL(X) при ordL = 2. Более
того, если оператор L имеет порядок 2 и обладает локально огра-
ниченным фундаментальным решением, то найдутся такие эллипс
YL и точка a, лежащая в ограниченной эллипсом YL области, что
PL(YL ∪ {a}) = CL(YL ∪ {a}). Таким образом, условие, состоящее
в том, что X является компактом Каратеодори, также не будет необ-
ходимым для выполнения равенства PL(X) = AL(X) для указанных
операторов L.

Пусть n ≥ 2 — натуральное число, а L = ∂̄
n
. В этом случае

PL(X) = P∂̄
n(X) — это в точности пространство функций, допус-

кающих равномерное на X приближение полианалитическими много-
членами порядка n, т.е. многочленами вида zn−1pn−1(z)+· · ·+zp1(z)+
+ p0(z), где pn−1, . . . , p0 — многочлены комплексного переменного. В
задаче о совпадении пространств P∂̄

n(X) и A∂̄
n(X) возникают усло-

вия на компакт X , имеющие аналитическую (а не топологическую)
природу. Эта задача и характер возникающих в ней условий прибли-
жаемости подробно обсуждаются, например, в работах [11, 12].

Доказательства. Перед тем как приступать к доказательству те-
оремы 1, приведем ряд необходимых свойств оператора L и L-ана-
литических функций. Кроме того, определим локализационный опе-
ратор Витушкина для L и установим необходимые свойства этого опе-
ратора.

Всюду в дальнейшем через A,A0, A1, . . . обозначены положитель-
ные постоянные, значения которых могут быть различными в разных
соотношениях, а через q, q0, q1, . . . — постоянные, значения которых
фиксируются до конца изложения.

Введем следующие обозначения. Пару α=(α1, α2) ∈ Z+2, где Z+=
= {0, 1, 2, . . .}, будем называть 2-индексом. Для 2-индекса α и для
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z ∈ R2 положим |α| := α1 + α2, α! := α1!α2! и zα := xα11 xα22 . Введем
также дифференциальные операторы

∂1 :=
∂

∂x1
, ∂2 :=

∂

∂x2
, ∂α = ∂(α1,α2) := ∂α11 ∂α22 .

Пусть Y — некоторое подмножество R2, а f — заданная на Y
комплекснозначная функция. Положим ‖f‖Y := supz∈Y |f(z)|. При
Y = R2 индекс Y опускается. Для функции f класса Cm и для s ∈ Z+,
s ≤ m, положим

‖∇sf‖Y := max
0≤t≤s

‖∂(s−t,t)f‖Y .
Пусть далее ωY (f, δ) := sup{|f(z1)− f(z2)| : z1, z2 ∈ Y, |z1− z2| ≤ δ}
— модуль непрерывности f на Y , причем при Y = R

2 индекс Y
опускается. Если f — функция класса Cm, а s ∈ {0, . . . ,m} то

ωY (∇sf, δ) := max
0≤t≤s

ωY (∂
(s−t,t)f, δ).

Обозначим через SuppT — носитель распределения T , через
〈T |ϕ〉 — действие распределения T на функцию ϕ ∈ C∞

0 (R
2), а через

T1 ∗ T2 — свертку распределений T1 и T2.
Известно [13, теорема 7.1.20], что оператор L имеет фундаменталь-

ное решение Φ вида

Φ(z) = E(z)− P (z) log |z|,
где E(·) — вещественно-аналитическая в R2\{0} функция, однородная
степени n − 2, а P (·) — однородный многочлен (от переменных x1 и
x2) степени n− 2 (если n < 2, то P ≡ 0). Кроме того, при z �= 0 и при
всех α ∈ Z+2 имеет место очевидная оценка∣∣∂αΦ(z)∣∣ ≤ Aα!|z|n−2−|α|(log |z|+ 1). (3)

Наряду с фундаментальным решением Φ потребуется фундамен-
тальное решение Φδ, определяемое при δ > 0 следующим образом:

Φδ(z) = E(z)− P (z) log
|z|
δ
.

При этом Φ(z)− Φδ(z) = P (z) log(1/δ) — однородный многочлен сте-
пени n− 2. Кроме того, при α ∈ Z+2 с условием |α| > n− 2

∂αΦδ(z) = ∂αΦ(z),

а при α ∈ Z+2 с условием |α| ≤ n−2 и при |z| ≤ δ выполняются оценки

|∂αΦδ(z)| ≤ Aδn−2−|α|. (4)

Напомним, что L-аналитические функции допускают разложения
в ряды типа Лорана. Путь Φ — любое фундаментальное решение
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для оператора L. Возьмем распределение T с носителем в круге
B = B(a, r) и определим функцию f = Φ ∗ T . Тогда существует
q0 = q0(L) ≥ 1 такая, что функция f разлагается в ряд

f(z) =
∑
|α|≥0

cα∂
αΦ(z − a), (5)

сходящийся в смысле C∞(R2 \ q0B) [14; 15, §7, п. 2]. Коэффициенты
cα = cα(f, a), α ∈ Z+2, в разложении (5) вычисляются по формулам

cα = cα(f, a) =
(−1)|α|
α!

〈
T (w)|(w − a)α

〉
. (6)

Предположим, что фундаментальное решение Φ для оператора L
выбрано так, что

max
|z|=1

{|E(z)|, |P (z)|} ≤ A,

а фундаментальное решение Φδ при δ > 0 построено по этому Φ.
Пусть ϕ ∈ C∞

0 (R
2). Определим локализационный оператор Ви-

тушкина для L [4, 14] Vϕ : C
∞
0 (R

2)′ → C∞
0 (R

2)′ по формуле

Vϕf = Φ ∗ (ϕLf).
Отметим, что Vϕf = Vϕ,δf +P1, где Vϕ,δf = Φδ ∗ (ϕLf) — локализаци-
онный оператор, построенный по фундаментальному решению Φδ, а
P1 = log(1/δ)P ∗ (ϕLf) — многочлен степени не выше n− 2. Так как
LP1 = 0, то P1 — L-аналитический многочлен.

Установим необходимые в дальнейшем свойства оператора Vϕ,δ.
Следующая лемма является непосредственным аналогом [3, предло-
жение 2.5].

Лемма 1. Пусть f ∈ C(R2), Suppf ⊂ B = B(0, R/2), R ≥ 2.
Тогда для любой точки a ∈ B, для любого δ ∈ (0, 1) и для любой
функции ϕ ∈ C∞

0 (B(a, δ)) функция F := Vϕ,δf обладает следующими
свойствами:
(1) F ∈ Cloc(R

2), причем LF=0 на множествеR2\(Suppf∩Suppϕ).
(2) Для любого λ ≥ 1 имеет место неравенство

‖F‖B(a,λδ) ≤ Ak(λ)δnω(δ)‖∇nϕ‖, (7)

где k(λ) = (λ+ 1)n−2 ln(λ+ 1), а ω(t) = ωB(a,δ)(f, t).
(3) Для любого 2-индекса α справедлива оценка

|cα(F, a)| ≤ Aδ|α|+2ω(δ)‖∇nϕ‖/α!. (8)

Доказательство. Доказательство проведем для случая f ∈ C∞
0 (R

2).
Общий случай получается регуляризацией. Утверждение (1) доказы-
вается стандартно (см., например, доказательство предложения 2.5 в
работе [3]).

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012. № 3 9



Отметим, что
‖∇�ϕ‖ ≤ Aδm−�‖∇mϕ‖, (9)

при � = 0, 1, . . . ,m, m ∈ N.
Из определения функции F следует (все производные в угловых

скобках 〈·|·〉 берутся по переменному w), что

F (z) = 〈Φδ(w − z)|ϕ(w)Lfa(w)〉,
где fa(w) = f(w)− f(a). Отсюда получаем, что выражение

(−1)nF (z)− ϕ(z)fa(z) = 〈L(ϕ(w)Φδ(w − z))|fa(w)〉 − ϕ(z)fa(z)

представляет собой сумму выражений вида k〈∂σΦδ(w−z)|∂τϕ(w)fa(w)〉,
где k — постоянный коэффициент, а 2-индексы σ и τ таковы, что
|σ| ≤ n− 1 и |σ|+ |τ | = n.

Пусть z ∈ B(a, λδ). Тогда |ϕ(z)fa(z)| ≤ ω(δ)‖ϕ‖ ≤ Aδn‖∇nϕ‖ω(δ),
а величина |k〈∂σΦδ(w−z)|∂τϕ(w)fa(w)〉| допускает следующую оцен-
ку (используются (3), (4) и (9) и учитывается вид фундаментального
решения Φδ, а также тот факт, что функции E и P однородные степени
n− 2):
|〈∂τϕ(w)∂σΦδ(w − z)|fa(w)〉| ≤

≤‖∇|τ |ϕ‖ω(δ)δn−|σ| max
z∈B(0,λ)

∫
B(0,1)

|∂αΦδ(w−z)| dw∧dw≤Ak(λ)δn‖∇nϕ‖ω(δ).

Таким образом, оценка (7) установлена.
Оценка (8) проверяется намного проще. Пусть α — произвольный

2-индекс. Тогда из неравенства∣∣∣∣
∫

B(a,δ)

∂τϕ(w)∂σ(w−a)α dw∧dw
∣∣∣∣ ≤ Aδ2‖∇|τ |ϕ‖δ|α|−|σ| ≤ Aδ|α|+2‖∇nϕ‖,

справедливого для любых 2-индексов σ и τ таких, что |σ|+ |τ | = n и
|σ| ≤ |α|, вытекает, что

α!|cα(F, a)| = |〈ϕ(w)Lfa(w)|(w − a)α〉| ≤ Aδ|α|+2ω(δ)‖∇nϕ‖. �
Доказательство теоремы 1. Без ограничения общности предполо-

жим, что f имеет компактный носитель. Пусть f ∈ C0(R
2) ∩ OL(X

◦).
До конца доказательства положим ω(δ) := ω(f, δ), δ > 0. Выберем
число R > 2 так, что Suppf ∪X ⊂ B(0, R/2).

Для произвольного δ ∈ (0, 1) рассмотрим стандартное δ-разбиение
единицы, т.е. для каждого 2-индекса j = (j1, j2) ∈ Z+

2 положим
aj := jδ = (j1δ, j2δ) и выберем функции ϕj ∈ C∞

0 (B(aj, δ)) так, что
0 ≤ ϕj ≤ 1, ‖∇kϕj‖ ≤ Aδ−k при k = 0, . . . , n и

∑
j∈Z+2

ϕj ≡ 1.
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Для каждого j ∈ Z+2 рассмотрим функцию fj := Φδ∗(ϕjLf). В силу
леммы 1 имеют место следующие свойства функций fj . Во-первых,
fj ∈ Cloc(R

2), каждая из функций fj является L-аналитической на
X◦ (там же, где и функция f ) и вне круга B(aj, δ). Кроме того, для
функций fj выполняются следующие оценки:

‖fj‖B(aj ,qδ) ≤ Aω(δ), α ∈ Z+2, (10)

где значение q ≥ 1 будет выбрано позднее, и

|cα(fj, aj)| ≤ Aδ|α|+2−nω(δ)/α!, α ∈ Z+2. (11)

Далее (например, [16, лемма 1])

f(z) =
∑
j∈Z+2

fj(z),

причем соответствующая сумма конечна, так как fj ≡ 0 при Supp(ϕj)∩
∩Supp(Lf) = ∅ (в частности, если B(0, R) ∩ B(aj, δ) = ∅). Таким
образом, исходная функция f представлена в виде суммы функций fj с
особенностями, локализованными в кругах B(aj, δ), и для требуемого
приближения функции f достаточно приблизить каждую из функций
fj с надлежащей точностью. Отметим также, что если B(aj, δ) ⊂ X◦,
то fj ≡ 0, а если B(aj, δ) ∩ X = ∅, то fj является L-аналитической
функцией в окрестности X . Таким образом, нам необходимо прибли-
зить только функции fj для 2-индексов j, принадлежащих множеству
J = {j ∈ Z+2 : B(aj, δ) ∩ ∂X �= ∅}.

Перейдем к построению соответствующих аппроксимант. Так как
для компакта X выполнено условие достаточности дополнения, то
найдется гладкая жорданова дуга γj ⊂ B(aj, �δ), обладающая следу-
ющими свойствами: diam γj = δ, γj ∩X = ∅, а концевые точки этой
дуги находятся на расстоянии δ друг от друга. Всюду в дальнейшем
мы будем считать, что δ настолько мало, что B(aj, �δ) ⊂ B(0, R).

Для каждого j ∈ J построим компакт Kj такой, что γj ⊂ K◦
j ,

Kj ⊂ B(aj, �δ) и Kj ∩X = ∅, и функцию gj такую, что Lgj = 0 вне
Kj и имеют место следующие оценки:

‖gj‖B(aj ,qδ)\Kj ≤ Aω(δ), (12)

|cα(gj, aj)| ≤ Aδ|α|+2−nω(δ)/α!, α ∈ Z+2, (13)

где cα(gj, aj) — коэффициенты разложения (5) функции gj относитель-
но фундаментального решения Φδ. Кроме того, функция gj должна
быть выбрана так, чтобы

cα(fj, aj) = cα(gj, aj), α ∈ Z+2, |α| ≤ n. (14)

Для построения требуемых функций gj воспользуемся одной спе-
циальной модификацией леммы 3.1 работы [3]. Пусть Γ — гладкая
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жорданова кривая диаметра δ в круге B(0, 2δ), δ > 0. Тогда найдется
функция gΓ такая, чтоΔgΓ = 0 вне Γ (т.е. gΓ — гармоническая функция
вне Γ) и выполнены следующие оценки

‖gΓ‖B(0,2R)\Γ ≤ A(| ln δ|+ lnR),
‖∂αgΓ‖R2\Γ ≤ Aδ−|α|, при |α| ≤ n+ 2.

Кроме того, при |z| > 2q1δ, q1 ≥ 1, справедливо разложение

gΓ(z) =
1

2π
ln |z|+

∞∑
k=1

d1,k

zk
+

∞∑
k=1

d2,k

zk
,

а коэффициенты d1,k и d2,k при k ∈ N таковы, что

|d1,k| ≤ Aδk, |d2,k| ≤ Aδk.

Для построения функции gΓ необходимо повторить процесс построе-
ния, описанный в доказательстве [3, лемма 3.1] для случая L = Δ с
тем изменением, что вместо функций hs, s = 1, 2, использованных в
цитированном доказательстве, надо рассмотреть функции

hs(z) = Cs

(
zn+2(z − bs)

n+2
√
z(z − bs)− Ps(z)

)
, s = 1, 2,

где сохранены обозначения из [3, доказательство леммы 3.1], выбрана
ветвь корня, голоморфная вне Γs и эквивалентная z при z → ∞, а
константы Cs и полиномы Ps подобраны при s = 1, 2 так, чтобы
limz→∞ zhs(z) = 1.

Пусть теперь a∗j — начальная точка дуги γj и пусть γ∗j := γj − a∗j =
= {ζ − a∗j : ζ ∈ γj}. Найдутся q2 ≥ 1 и rj > 0 такие, что γj +

+ B(0, rj) ⊂ B(a∗j , q2δ) \ X . Пусть функция ρ ∈ C∞
0 (B(0, 1)) такова,

что
∫
ρ(z) dz∧dz = 1 и пусть ρj(z) := ρ

(
zr−1j

)
r−2j .

Определим функцию g̃j := Δgγ∗j ∗ρj и функцию ψj := kjΦδ ∗ g̃j , где
константа kj будет выбрана позднее.

Так как Lψj = kj g̃j и так как Kj := Suppg̃j ⊂ γj + B(0, rj), то
функция ψj будет L-аналитической в окрестности компакта X . При
этом

‖∂αψj‖B(aj ,qδ)\Kj ≤ Aδn−2−|α|

при |α| ≤ n, а при |z − a∗j | > 2q3δ, q3 ≥ 1, справедливо разложение

ψj(z) = Φδ(z − a∗j) +
∑
|α|≥1

μα,j∂
αΦδ(z − a∗j), (15)

где коэффициенты μα таковы, что

|μα,j| ≤ Aδ|α|/α!. (16)

Константа kj в определении функции ψj выбирается так, чтобы ко-
эффициент при Φδ(z − a∗j) в разложении (15) был равен 1. Положим
также μ(0,0) = 1. Определим наконец q := max{q0, q2, q3}.
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Функции gj , j ∈ J , мы будем искать в следующем виде:

gj(z) :=
∑
|α|≤n

βα,j∂
αψj(z). (17)

Коэффициенты βα,j при 0 ≤ |α| ≤ n, однозначно определяются исходя
из условий (14), которые в рассматриваемом случае имеют вид

cα(fj, a
∗
j) =

α1∑
τ1=0

α2∑
τ2=0

βτ,jμα−τ,j, (18)

где τ и α−τ — это 2-индексы (τ1, τ2) и (α1−τ1, α2−τ2) соответственно,
представляющие собой невырожденную треугольную систему линей-
ных уравнений. Отметим, что при 0 ≤ |α| ≤ n коэффициенты βα,j
допускают оценку |βα,j| ≤ Aδ|α|+2−nω(δ). (19)

Из (17) и (19) вытекают оценки (12) и (13) с заменой aj на a∗j .
А оценка (13) для коэффициентов cα(gj, aj) выводится из соответству-
ющей оценки для коэффициентов cα(gj, a

∗
j) аналогично тому, как это

было сделано при доказательстве [3, теорема 3.2].
Итак, функции gj , удовлетворяющие всем требуемым свойствам,

построены. Для завершения доказательства теоремы достаточно про-
верить, что имеет место неравенство∥∥∥∥

∑
j∈J
(fj − gj)

∥∥∥∥
X

≤ A lnRω(δ), (20)

правая часть которого стремится к нулю при δ → 0.
Из равенств (14) и оценок (11) и (13) следует, что при всех z с

условием |z − aj| > qδ имеет место оценка

|fj(z)− gj(z)| ≤ A lnRδ3ω(δ)

|z − aj|3 . (21)

При |z − aj| < qδ, z /∈ Kj , из (10) и (12) следует оценка

|fj(z)− gj(z)| ≤ Aω(δ). (22)

Рассмотрим теперь произвольную точку z ∈ X . Для того чтобы
доказать (20), воспользуемся известным методом “послойного” сум-
мирования [4, § 4, лемма 1; 17, доказательство предложения 2.2]. Обо-
значим через [t] целую часть числа t. Используя оценки (21) и (22),
получаем неравенства∣∣∣∣
∑
j∈J

(
fj(z)− gj(z)

)∣∣∣∣ ≤

≤
∑
j∈J ,

|z−aj |<qδ

∣∣fj(z)− gj(z)
∣∣+

∞∑
m=[q]

∑
j∈J ,

mδ≤|z−aj |<(m+1)δ

∣∣fj(z)− gj(z)
∣∣ ≤
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≤ ω(δ)

(
A1 + A2δ

3 lnR
∞∑

m=[q]

A0m

(mδ)3

)
≤

≤ ω(δ) lnR

(
A3 + A4

∞∑
m=[q]

1

m2

)
≤ Aω(δ) lnR,

где учтено, что число Nm индексов j c условием mδ ≤ |z−aj| < (m+
+ 1)δ таково, что Nm ≤ A0m.

Таким образом, оценка (20) установлена. Отметим, что в каче-
стве функции, приближающей функцию f требуемым образом, можно
взять функцию

∑
j∈J

gj +
∑
j /∈J

fj .

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проекты 12-01-00434-а и 10-01-00837-а).
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