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Объектом исследования является нестационарная механическая
система общего вида, находящаяся под действием диссипативных,
гироскопических, потенциальных и циркулярных сил, описываемая
уравнением

ẍ+B(t)ẋ+ hG(t)ẋ−K(t)x+ F (t)x = 0, (1)

где x ∈ Rn,Bт(t) = B(t), Gт(t) = −G(t), Kт(t) = K(t), F т(t) = −F (t).
Матрица F (t) характеризует циркулярные силы, матрицы B(t), G(t),
K(t), F (t) — матрицы Ляпунова, h > 0 постоянный скалярный пара-
метр. Пусть для квадратичной формы xтK(t)x выполнен обобщенный
критерий Сильвестра, т.е. существует постоянная k > 0 такая, что
выполнено неравенство

xтK(t)x ≥ kxтx. (2)

Кроме того, диссипативные силы обладают полной диссипацией
и detG(t) �= 0, точнее существует постоянная g > 0 такая, что
|detG(t)| ≥ g.

Для исследования устойчивости равновесия

x = 0, ẋ = 0 (3)

системы (1) рассмотрим функцию
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V = (ẋ− h−1Cx)т(ẋ− h−1Cx) + xт(GтK−1G− h−2CтC)x, (4)

где C = GK−1 − (K + F )G−1.
Для сокращения записи в выражении (4) далее опустим зависи-

мость матриц от переменной t. Поскольку матрицы, входящие в систе-
му (1), являются матрицами Ляпунова, то таковой является и матрица
С . Существуют постоянные g0 > 0, c0 > 0 такие, что выполняются
неравенства

xтGтK−1Gx ≥ g0x
тx, xтCтCx ≤ c0x

тx, (5)

откуда следует, что xт(GтK−1G− h−2CтC)x ≥ xт(g0 − h−2c0)x.
Тогда условием положительной определенности функции (4) явля-

ется неравенство

h >

√
c0

g0
. (6)

Производная по времени V̇ , вычисленная в силу системы (1) и
взятая с обратным знаком, может быть приведена к виду

− V̇ = ẋт
[
2B + h−1(C + Cт)

]
ẋ+

+ xт
[
h−1S − (ĠтK−1G+GтK̇−1G+GтK−1Ġ)

]
x−

− 2h−1xт(CB − Ċ)ẋ, (7)

где S = GтK−1F + F тK−1G.
Предположим, что для квадратичной формы xтSx выполнен обоб-

щенный критерий Сильвестра, т.е. существует постоянная μ > 0, та-
кая, что выполнено неравенство xтSx ≥ μxтx. Тогда существует по-
стоянная ρ ≥ 0 такая, что имеет место неравенство

ẋт(С + СE)ẋ ≥ −ρẋтẋ. (8)

Из формулы (7) следует, что для положительной определенности функ-
ции -V̇ необходимо, чтобы квадратичная форма

xт
[
h−1S − (ĠтK−1G+GтK̇−1G+GтK−1Ġ)

]
x

удовлетворяла обобщенному критерию Сильвестра. Поскольку матри-
цы G,K являются матрицами Ляпунова, то G, Ġ, K̇−1 ограничены,

т.е. sup ‖G‖ < ∞, sup
∥∥∥Ġ

∥∥∥ < ∞, sup
∥∥∥K̇−1∥∥∥ < ∞ при t ≥ t0. Отсюда

следует, что существует постоянная g ≥ 0 такая, что

xт(ĠтK−1G+GтK−1G+GтK−1Ġ)x ≤ gxтx. (9)
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Принимая во внимание неравенства (7)–(9), получаем

−V̇ ≥ (2b− h−1p)ẋтẋ+ (h−1μ− g)xтx− 2h−1xт(CB − Ċ)ẋ, (10)

где b > 0; ẋтBẋ ≥ bẋтẋ.
Для отрицательной определенности V̇ необходимо, чтобы были

выполнены неравенства

2b− h−1p > 0, h−1μ− g > 0. (11)

Предполагая, что неравенства (11) выполнены, правую часть неравен-
ства (10) записываем в виде

(2b− h−1p)ẋтẋ+ (h−1μ− g)xтx− 2h−1xт(CB − Ċ)ẋ =

=

(
M1/2ẋ+

1

2
M−1/2Qтx

)т (
M1/2ẋ+

1

2
M−1/2Qтx

)т

+

+xт{(h−1μ− g)E} − h2(CB − Ċ)(BCт − Ċт)

2b− h−1p
, (12)

где M = (2b − h−1p)E, Q = −2h−1(CB − Ċ), E — единичная ма-
трица. Так как С и B являются матрицами Ляпунова, то существует
постоянная q > 0 такая, что выполнено неравенство

xт(CB − Ċ)(BCт − Ċт)x ≤ qxтx. (13)

Из неравенства (10) с учетом (12), а также неравенства (13) условие
отрицательной определенности функции V̇ приводится к виду

f(h) ≡ (2b− h−1p)(h−1μ− g)− h−2q > 0. (14)

Отметим, что из выполнения первого неравенства (11) и неравен-
ства (14) следует второе неравенство (11). При выполнении неравенств
(6) и (14) невозмущенное движение (3) асимптотически устойчиво.
Полученный результат сформулируем в виде теоремы.

Теорема. Пусть в системе (1) матрицы B(t), G(t), K(t) и F (t)
являются матрицами Ляпунова и выполнены следующие условия:
1) матрица S(t) = Gт(t)K−1(t)F (t) + Fт(t)K−1(t)G удовлетворяет
обобщенному критерию Сильвестра;
2) параметр h > 0 принадлежит интервалу h1 < h < h2, если

h1 >

√
C0

g0
, где h1 и h2 (h2 > h1) — корни уравнения f(h) = 0. Тогда

невозмущенное движение (3) асимптотически устойчиво.
Отметим важное обстоятельство. Зависимость элементов матрицы

G(t) от времени приводит к ограничению сверху на параметр h, что
качественно отличает суждение об устойчивости исходной нестацио-
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нарной системы (1) от соответствующего для стационарной [1, 2]. По-
лученные результаты существенно обобщают положения работы [2].
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