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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрены математические модели теории теп-
лового удара в терминах динамической термоупру-
гости. Описаны определяющие соотношения для 
краевых задач на базе уравнений гиперболического 
типа (идея локальной неравновесности процесса 
переноса теплоты), которые лежат в основе иссле-
дуемых моделей. Представлены граничные условия 
первого, второго и третьего рода в обобщенном 
виде для соответствующих типов теплового воз-
действия на границу поверхности твердого тела. 
Предложен новый подход к исследованию терми-
ческой реакции твердого тела при интенсивном 
нагреве (охлаждении) его поверхности по опера-
ционным решениям соответствующих динамиче-
ских задач. Приведены важные в практическом 
смысле инженерные расчетные соотношения для 
верхней оценки термического напряжения через 
скачки напряжений на фронте термоупругой вол-
ны. Последнее позволяет достаточно оперативно  
и качественно оценить степень опасности кратко-
временных динамических напряжений, при этом 
совершенно нет необходимости разрабатывать 
сложный программный комплекс для проведения 
численных экспериментов на основе точных ана-
литических решений задачи по выявлению кине-
тики изменения температурных напряжений  
с установлением точек максимума и минимума для 
сравнения напряжений с пределом прочности 
материала по справочным данным параметров, 
входящих в полученные оценки 
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Введение. Современные конструкционные материалы, представляющие 
собой совокупность микро- или наноструктурных материалов, называют 
структурно-чувствительными материалами. Создание таких материалов 
на основе нанотехнологий — важное направление развития современно-
го материаловедения. Эти материалы обладают уникальными физико-
механическими свойствами, позволяющими эффективно использовать 
их в конструкциях, подверженных высокоинтенсивным внешним воз-
действиям [1–3]. Важным этапом в создании и использовании таких  
материалов является построение соответствующих математических мо-
делей, позволяющих описать их поведение в широком диапазоне изме-
нения внешних воздействий. Общая методология построения и исследо-
вания моделей далека от завершения и требует дальнейшего развития. 

Излагаемый подход касается теории теплового удара в терминах ди-
намической термоупругости. Указанная проблема — одна из централь-
ных в термомеханике в связи с созданием мощных излучателей энергии  
и их использованием в различных технологических операциях. Последнее 
стимулирует разработку соответствующих модельных представлений для 
описания термической реакции конструкционных материалов в условиях 
интенсивного нагрева или охлаждения. Обзор исследований этой пробле-
мы на основе моделей динамической и квазистатической термоупругости 
приведен в [4]; систематизация результатов, накопленных в этой области 
термомеханики, — в [2, 5–9]. 

Определяющие соотношения динамической термоупругости. 
Пусть D  — конечная или частично ограниченная выпуклая область про-
странства , , ,M x y z  описывающая реальное твердое тело и находящая-
ся в условиях термонапряженного состояния; S  — кусочно-гладкая по-
верхность, ограничивающая область D; 1 2 3, ,n n n n  — внешняя нор-
маль к S; ,T M t  — распределение температуры в области D  при 0;t  

0T  — начальная температура, при которой область находится в недефор-
мированном и ненапряженном состоянии. Пусть , ,ik M t  , ,ik M t  

,iU M t  , , ,i k x y z  — компоненты тензоров напряжения, деформа-
ции и вектора перемещения, удовлетворяющие основным уравнениям 
(несвязанной) термоупругости (в индексных обозначениях): 
 , , , ,ij j iM t U M t   (1) 

 , ,, 1 2 , , ,ij i j j iM t U M t U M t   (2) 

   0, 2 , , 3 2 , .ij ij ii T ijM t M t M t T M t T   (3) 
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Здесь  — плотность; ,G  G  — модуль сдвига; 2 1 2Gv v  — изо-
термический коэффициент Ламе; v  — коэффициент Пуассона, при этом 
2 1 ,G v E  E  — модуль Юнга; T  — коэффициент линейного тепло-
вого расширения; ij  — символ Кронекера; , ,iie M t U M t   

,ii M t  — объемная деформация, связанная с суммой нормальных 
напряжений , , , ,nnM t M t n x y z  соотношением  

 0
1 2, , 3 , .Te M t M t T M t T

E
  (4) 

Входящая в (3) температурная функция ,T M t  находится из реше-
ния краевой задачи нестационарной теплопроводности при соответству-
ющих краевых условиях [10]. Соотношения (1)–(3) — общие соотноше-
ния динамической термоупругости, связывающие напряжения, дефор-
мации, перемещения и температуру. При переходе к конкретным случаям 
(1)–(3) необходимо преобразовать в так называемые уравнения совмест-
ности либо в напряжениях, либо в перемещениях, и для этих уравнений 
записывать соответствующую задачу динамической термоупругости.  
С использованием методов тензорной алгебры в [11] предложено урав-
нение совместности в напряжениях для динамических задач, обобщаю-
щее уравнение Бельтрами — Митчелла для динамических случаев: 

 
, 0

2

2 2

11 , , , ,
1

1 2 , ,
2 1

ij i j T ij

ij ij

vv M t M t E T M t T M t T
v

v vM t M t
G t v

  

 0
2 2 , ; 0; , 1, 2, 3 .

1 T ij
G v T M t T M D t i j

v
 (5) 

Уравнение (5) справедливо в любой ортогональной системе коорди-
нат, однако наиболее удобное приложение (5) для частных случаев реали-
зуется в декартовой системе координат для тел канонической формы (бес-
конечная пластина; пространство, ограниченное изнутри плоской поверх-
ностью; и др.) В тех случаях, когда необходимо учесть влияние кривизны 
поверхности твердого тела на температуру и напряжение (тела цилиндри-
ческой или шаровой формы; упругое полупространство с внутренней  
цилиндрической или сферической полостью; круговые диски и т. д.) за-
дача ставится в перемещениях. Подставляя правые части (3) в (1) и ис-
пользуя (2), (4), получаем три уравнения 
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которые формально можно записать в виде векторного равенства 

 
2

2
,1, grad div ,

1 2
U M t

U M t U M t G
v t

 

 

0
2 1

grad , .
1 2 T

v
T M t T

v
  (7) 

Важным аспектом в (1)–(3) при исследовании проблемы теплового 
удара является выбор классической феноменологии распространения 
теплоты в области D  (в твердом теле). В рамках переноса теплоты по за-
кону Фурье , grad , ,q M t T M t  приводящего к моделям нестаци-
онарной теплопроводности для уравнений параболического типа [10], 
термонапряженное состояние области D  при 0t  может возникать при 
следующих наиболее распространенных на практике режимах теплового 
воздействия на границу ,S  создающих термический удар:  

–  температурный нагрев c, ,T M t T t  ,M S  0t c 0,T t T  
0 ;t   
–  тепловой нагрев 0, 1 ,TT M t n q t  ,M S  0t  ( T  — 

теплопроводность материала; 0q t  — тепловой поток); 
–  нагрев средой c, , ,T M t n h T M t T t  ,M S  0t   

(h — относительный коэффициент теплообмена; cT t  — температура 
окружающей среды, c 0,T t T  0);t  

–  действие внутренних источников теплоты. 
В равной мере могут быть описаны и случаи охлаждения границы 

твердого тела (области D). 
За последние годы усилился интерес к обобщенной термомеханике 

[1], в основе которой лежит идея локальной неравновесности процесса 
переноса теплоты. Последнее закладывается в обобщенный закон Макс-
велла — Каттанео — Лыкова — Вернотта , grad ,q M t T M t  

, ,r q M t t  где r  — мера инерции теплового потока, связанная  

со скоростью распространения теплоты соотношением T ra  (а — 
температуропроводность). Обобщенный закон переноса приводит к ма-
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тематическим моделям гиперболического типа с граничными условиями, 
записанными в иной (обобщенной) форме. Это соответствует вопросам 
корректности постановки краевых задач нестационарной теплопро-
водности для уравнений гиперболического типа, рассмотренных в [11].  
Так, в случае теплового нагрева следует записать 

 0
0

,1 1exp 0 ,
t

r r TM S

T M t d q t t
n

  (8) 

в случае нагрева средой — 

c
0

,1 exp , ( 0),
t

M S
r rM S

T M t d h T M t T t t
n

 (9) 

в случае температурного нагрева — 

 c, 0 .M ST M t T t t   (10) 

Можно выделить широкий класс задач [12], в которых сочетание теп-
лофизических свойств материалов, геометрических размеров конструкций 
и интересующая исследователя тепловая реакция тела касается тонкого по-
верхностного слоя, называемого термическим. Даже в условиях высоких 
скоростей поверхностного нагрева или охлаждения с удалением от гранич-
ной поверхности в глубь тела температуры снижаются. С увеличением  
глубины снижение происходит так интенсивно, что температурное состоя-
ние твердого тела оказывается существенным лишь в термическом слое,  
в котором и сосредоточено основное количество теплоты, поглощенное  
за близкое к началу нагрева время. Поскольку толщина поверхностного 
слоя мала по сравнению с размерами тела, твердое тело можно моделиро-
вать полуограниченной областью, например упругим полупространством 

0.z  Последнее позволяет получать более наглядные и удобные с позиции 
практического использования аналитические решения задач нестационар-
ной теплопроводности и термомеханики. В качестве применения соотно-
шения (5) рассмотрим последовательно несколько моделей термической 
реакции области 0,z  0t  на нагрев (охлаждение), которые представля-
ют значительный интерес для многих приложений, отмеченных в [12].  
В первом случае рассмотрим интенсивный нагрев (охлаждение) поверхно-
сти области: поверхностный диэлектрический нагрев; расчет термических 
напряжений в стенках цилиндров паровых машин и двигателей внутренне-
го сгорания; в теории автоматических систем регулирования температуры;  
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при исследовании области звуковых частот металлов при высоких или 
очень низких значениях температуры поверхности; многочисленные слу-
чаи резкой смены температуры поверхности космических, авиационных 
объектов, а также объектов машиностроения и др. 

Во втором случае рассмотрим нагрев (охлаждение) границы области 
постоянным тепловым потоком. Последнее встречается при генерирова-
нии теплоты в результате пропускания электрического тока через плос-
кий нагревательный элемент; при выделении теплоты вследствие трения; 
в условиях высокочастотного индукционного нагрева; в ранних фазах 
нагрева печи или помещения; при нагреве земной поверхности в ясный 
безветренный день (знание термонапряженного состояния внутри Земли 
существенно для понимания геофизических явлений, например магнит-
ного поля Земли, пластических свойств вещества Земли, а также для вы-
яснения происхождения и причин вулканизма и тектонических переме-
щений); при изучении нагрева тела сантиметровыми волнами и др. 

В третьем случае тепловой поток с поверхности области является ли-
нейной функцией разности температуры этой поверхности и окружаю-
щей ее среды. Последнее имеет место при излучении черного тела; при 
теплопередаче через тонкую пленку на поверхности тела; при исследова-
нии утечки теплоты в подводных кабелях; индукционном нагреве по-
верхности металлов; определении потерь теплоты через газовую оболоч-
ку (или жидкую среду), окружающую твердое тело; в многочисленных 
технологических процессах, требующих предварительной тепловой об-
работки изделия в тепловой камере, и др. 

В этих условиях при одномерном движении имеем: 0;x yU U  zU  
, ;zU z t  , ;zz zz z t  0;zx zy xx yy xy  напряжения 

0ij  для i j  и ,ij ij z t  для i j  , , , ;i j x y z  температурная 
функция , ;T T z t  уравнение (5) приводится к следующему виду: 

 
22 2

2 2 2 2
1 ,1 0, 0 ,
1

izz zz
T

p

v T z t
z t

vz t t
  (11) 

где 2p  — скорость распространения волны расширения  
в упругой среде, близкая к скорости звука. Остальные компоненты тен-
зора напряжения, отличные от нуля, согласно (3), (4) имеют вид 

 0,
, , , ,

1 1
T i

xx yy zz
E T z t Tvz t z t z t

v v
  (12) 
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при этом 

  0
11 2, , , 1, 2, 3 .

2 1 1zz zz T i
vvz t z t T z t T i

G v v
  (13) 

Далее рассмотрим основные математические модели теплового удара 
в рамках обобщенной термомеханики по условиям нагрева (8)–(10).  
К уравнению (11) добавим начальные и граничные условия: 

 0, 0,zz tz t  
0

,
0zz

t

z t
t

 ( 0),z   (14) 

 0, , 0zz zzz zz t z t  ( 0).t   (15) 

Предполагаем, что граничная поверхность области 0,z  0t  находит-
ся в условиях либо температурного нагрева (10) температуры 1 ,t  либо 
теплового нагрева (8) потоком теплоты 2 ,t  либо нагрева средой (9) 
температурой 3 .t  При этих условиях температурная функция ,iT z t  
является решением задачи 

 
2 2

2 2 0, 0 ,i i i
r

T T Ta z t
t z t  

 (16) 

 00
0

,
, , 0 0 ,i

i t
t

T z t
T z t T z

t
  (17) 

 1 2 0
0 0

,1 exp ,
t i

i iz
r rz

T z t t d h T z t t
z

  

 3 1 0 ,T i t t   (18) 

где 1 3 0,  2 1  при 1i  (температурный нагрев); 1 3 1,  2 0  
при 2i  (тепловой нагрев); 1 2 1,  3 0  при 3i  (нагрев средой). 

Решение задачи (11)–(18) запишем в безразмерных переменных: 
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Для сохранения размерности в (19) введено несколько параметров. 
Для нахождения искомого решения введем преобразование Лапласа: 

 0

0

, exp , ;

, exp , .

i iW p p W d

p p d
  (20) 

Операционное решение задачи (11)–(18) в координатах ,  имеет 
вид 

 , exp 1 exp ,ip f p p p p   (21) 

где 

 

1 1

2

1 2

2

1 3

2

, 1;

1
, 2;

Bi 1
, 3,

Bi 1

i

p p
i

p
p p p

f p i
p

p p p
i

p p p

  (22) 

 
2

1 22 2
1 ; .

1 1
 (23) 

Оценки температурных напряжений по операционному решению за-
дачи для локально-неравновесного теплопереноса. Остановимся на обще-
принятом подходе исследования проблемы теплового удара. Операционное 
решение задачи переводится в пространство оригиналов [1, 4, 13–15], что 
связано с длительными вычислительными процедурами. По найденным 
оригиналам проводят численные эксперименты по кинетике изменения 
температурных напряжений, устанавливают их максимальное значение  
и при необходимости сравнивают с пределом прочности по справочным 



Е.В. Ненахов, Э.М. Карташов  

96  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2022. № 1 

данным для конкретных материалов. Тем самым устанавливают степень их 
опасности. 

Однако в дополнение к рассмотренному подходу можно указать сле-
дующий весьма эффективный способ быстрой оценки величины терми-
ческих напряжений, практически не применявшийся ранее в термомеха-
нике и составляющий главную цель настоящей работы. Как следует  
из операционного решения динамической задачи, наличие в (21) слагае-
мого expif p p  показывает, что можно предложить расчет-
ную инженерную формулу для верхней оценки величины температурных 
напряжений через скачок напряжений в (21) на фронте термоупругой 
волны. Для этого используем теорему запаздывания [10] в виде 

 0
0

0 0

0, ,
exp

, ,
t t

f p pt
f t t t t

 

откуда видно, что в точке 0t  происходит скачок функции ,f t  величи-
на которого рассчитывается по формуле 

 
0

0
0 0

lim lim lim .
t t t p

f t t f t pf p   (24) 

Сначала находим величину скачка для напряжений в координатах 
, ,  затем перейдем к исходным напряжениям ,zz z t  в исходной 

области 0,z  0,t  используя формулы перехода (19). Окончательно 
получаем искомые соотношения: 

 max,i zz z t    

 

1 02 0

22 0

3 02 0

lim , 1;
1 2 1

lim , 2;
1 2 1

lim , 3.
1 2 1 1

T
tp T

T r
tp T

T
tr p T

E t T i
v

E a t i
v

E t T i
v h a

 (25) 

Соотношения (25) содержат граничные функции 1, 2, 3 ,i t i  что 
позволяет рассмотреть в (18) широкий спектр тепловых нагрузок (импульс-
ные, пульсирующие, периодические, апериодические, кусочно-постоянные 
и др.). В частности, для наиболее часто встречаемых на практике случаев 
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теплового удара [1] c 1, 3 ,i t T i  2 02 1 0T q t  расчет-
ные формулы (25) дают важные оценки для величины температурных 
напряжений 

 

c 0
2

0
max 2

c 0
2

, 1;
1 2 1

, , 2;
1 2 1

, 3,
1 2 1 1 1

T

p T

T r T
zz

p T

T

r p T

E T T
i

v

Eq a
z t i

v

E T T
i

v h a

  (26) 

зависящие от нескольких физико-механических и теплофизических пара-
метров материала, в том числе от соотношения скоростей распространения 
звука и теплоты в среде. Оценки (25), (26) справедливы как при интенсив-
ном нагреве, когда в фиксированном сечении const constz  возни-
кают напряжения сжатия, так и при охлаждении, когда возникают более 
опасные напряжения растяжения. 

Оценки температурных напряжений для области с движущейся  
во времени границей в рамках феноменологии Фурье. К числу наиболее 
сложных проблем теории теплового удара относится изучение термиче-
ской реакции области, граница которой перемещается во времени,  
на нагрев или охлаждение. Это представляет особый интерес для теории 
роста кристаллов; теории плотин; механики почв; термики нефтяных пла-
стов; теории фильтрации; в электродинамических задачах; в теории проч-
ности при условиях теплового удара и т. д. Сложность нахождения анали-
тического решения динамической задачи для указанной области определя-
ется тем, что в рассматриваемом случае непосредственно неприменимы 
классические аналитические методы математической физики, так как  
в рамках этих методов не удается согласовать решение основных уравне-
ний задачи с движением границы области. Необходимо применять специ-
альные методы или модифицировать известные подходы [10]. 

Рассмотрим соотношения (11), (14), (15) для ,zz z t  в области 
,z l t 0 const ,t  где температурная функция ,iT z t 1,i  

2, 3  удовлетворяет условиям температурного нагрева 1 ,i  теплового 
нагрева 2 ,i  нагрева средой 3 :i  
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 3 1 , 0,T i t t   (29) 

 , , , 0,iT z t z l t t    (30) 

где 1 3 0  для 1;i  1 3 1,  2 0  для 2;i  2 31, 0   
для 3.i  

Введем безразмерные переменные:  
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 (31) 

и далее подвижную систему координат 1 , 0,ez P  полагая 
, , ,z z z  , , .i iW z  Исходная задача преобразуется 

следующим образом: 

 
2 2 2

2 2
0 2 22 , , 0, 0,e e iP P F    (32) 

 0 0 0, 0,    (33) 



Оценки температурных напряжений в моделях динамической термоупругости 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2022. № 1  99 

 0 0, 0,    (34) 

 
2

2, 2 ,
2

i i e
i e i e i

PF P P  (35) 

 
2

2 , 0, 0,i i i
eP    (36) 

 0, 0, 0,i   (37) 

 1 2 30
0

, Bi , , 0,i
i i i   (38) 

 , , 0, 0.i  (39) 

Отметим, что из физических соображений 0 .eP  В пространстве 
изображений по Лапласу  

 
0

, exp , ,p p d    
0

, exp ,i ip p d   

операционное решение задачи (32)–(39) имеет вид 

 
*

2 2 00
, exp exp ,i

e ie

p pp p p
P pP

 (40) 

где  

 

2

2 2
*

0 0

2 4,

2 2
,

1, 1,
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Bi , 3.
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e e
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p P p P

p p P P p P p
p

p p P p p P

i

p ip
p i

  (41) 

Из (40), (41) следует, что переход к оригиналам требует длительной 
вычислительной процедуры, однако есть более оперативный способ 
оценки температурных напряжений, если применить теорему запаздыва-
ния к слагаемому 
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*

*
2 2 00

expi
i

i ee

p p
p p

p PP
  (42) 

и рассчитать скачок напряжения на фронте термоупругой волны 

   
1

0

1* * *0
00

lim lim lim .
e

i i e i i
pP

P p p   (43) 

Проведя вычисления и возвращаясь к переменным ,z t  по форму-
лам перехода (31), находим следующие расчетные соотношения в каче-
стве оценок максимума исходных температурных напряжений: 
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  (44) 

Оценки (44) дают важную практическую информацию для ряда част-
ных случаев теплового удара. Например, в случае резкого температурного 
нагрева 1 c , 0,t T t  из (44) находим 

 c 0
max, .

1 2
T

zz
E T Tz t

v
  (45) 

В случае теплового нагрева в режиме с обострением, когда тепловой 
поток задается соотношением 2 0 , 0,t q t t  из (44) определяем  

 0
max

0, 1 2 ,

2, , 1 2 ,
1 2

, 1 2.

T
zz

Eq az t
v

  (46) 

Что касается нагрева средой температуры 3 c 0, 0,t T T t   
то из (44) следует, что для этого режима скачок напряжения отсутствует, 
и, как показано в [1], напряжение ,zz z t  в фиксированном сечении 
возрастает от нуля до некоторого отрицательного значения в момент, 
близкий к 01 ,  имеет максимум, затем плавно без скачка переходит  
в область положительных (растягивающих) значений, достигает макси-
мума и затем быстро убывает до нуля. 
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Далее рассмотрим расчетное соотношение в качестве оценки темпе-
ратурного напряжения для массивного тела с внутренней цилиндриче-
ской полостью , 0,r R t  с радиальным потоком теплоты в условиях 
температурного нагрева поверхности полости температурой c 0.T T  
Температура тела составляет , ,T r t  отличные от нуля компоненты 
тензора напряжения — , ,rr r t  , ,r t  , ;zz r t  компонента век-
тора перемещения , , .rU r t U r t  Для этого случая постановка дина-
мической задачи согласно (6) для свободной от напряжений поверхности 
полости , 0, 0,rr R t t  имеет вид 
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Задачи подобного типа имеют важное практическое значение [16, 17]. 
В безразмерных переменных 
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операционное решение задачи (47)–(54) для 0 01v  имеет вид 
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 1 0
0

,
, exp

p
p p   

 2 0, exp ,p p   (56) 

где 

 

3 23 2 1
1 23 2 3 2
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0
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p ppp p
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По предложенной выше методике находим верхнюю оценку терми-
ческого напряжения при температурном нагреве поверхности полости  
от 0T  до c:T  

 c 0
max, .

1 2
T

rr
r RE T T

r t
v

  (58) 

В практических случаях термического нагружения определяющим 
является именно начальное время, когда возникающие в твердых телах 
кратковременные динамические напряжения могут приводить к трещи-
нообразованию в поверхностном и приповерхностных слоях. Последнее 
можно установить, сравнивая величину (58) с пределом прочности для 
конкретного материала по справочным данным. 

Заключение. Предложены важные в практическом отношении рас-
четные соотношения в теории теплового удара для верхней оценки вели-
чины термических напряжений при различных режимах интенсивного 
нагрева границы твердого тела по операционным решениям соответ-
ствующих задач динамической термоупругости. 
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Abstract Keywords 
The study focuses on the mathematical models of the 
heat shock theory in terms of dynamic thermoelasticity 
and describes the constitutive relations for boundary 
value problems based on hyperbolic equations (the idea 
of local nonequilibrium of the heat transfer process), 
which underlie the investigated models. Boundary con-
ditions of the first, second, and third kinds are presented 
in a generalized form for the corresponding types  
of thermal action on the boundary of a solid surface. 
Relying on operational solutions of the corresponding 
dynamic problems, the paper introduces a new ap-
proach to the study of the thermal reaction of a solid 
during intense heating or cooling of its surface. Fur-
thermore, practically important engineering design 
relations are proposed for the upper estimate of thermal 
stress through stress jumps at the front of a thermoelas-
tic wave. The latter makes it possible to quickly and 
qualitatively estimate the degree of danger of short-term 
dynamic stresses. Meanwhile, there is absolutely no need 
in a complex software package for numerical experi-
ments based on exact analytical solutions to the problem 
of identifying the kinetics of changes in temperature 
stresses and establishing maximum and minimum 
points for comparing stresses with ultimate strength 
material on the reference data of the parameters includ-
ed in the obtained estimates 
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