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Аннотация Ключевые слова 
Работа посвящена математическому моделирова-
нию динамики неоднородных электрически заря-
женных сред. Исследована динамика газовзвесей — 
взвешенных в газе твердых частиц. Математическая 
модель реализовала континуальный подход к моде-
лированию динамики неоднородных сред: модель 
учитывала межкомпонентные теплообмен и обмен 
импульсом. Несущая среда описана как вязкий, 
сжимаемый, теплопроводный газ. Уравнения мате-
матической модели дополнены начальными и гра-
ничными условиями. Система уравнений математи-
ческой модели интегрирована явным конечно-
разностным методом. Для получения монотонной 
сеточной функции использована нелинейная схема 
коррекции численного решения. Математическая 
модель дополнена уравнением Пуассона, описыва-
ющим электрическое поле, которое образовано 
электрически заряженными дисперсными включе-
ниями. Уравнение Пуассона интегрировалось ко-
нечно-разностными методами на газодинамической 
сетке. Численно исследовано течение газовзвеси, 
вызванное движением дисперсных частиц под дей-
ствием силы Кулона. Моделировались течения газо-
взвесей с поверхностной и массовой плотностями 
электрического заряда. Для поверхностной модели 
плотности заряда происходит увеличение силы 
Кулона, действующей на единицу массы газовзвеси 
при уменьшении дисперсности частиц. Для массо-
вой плотности заряда дисперсность частиц не влия-
ет на удельную силу Кулона, воздействующую  
на частицы. Интенсивность течения газовзвеси 
возрастает при уменьшении размера частиц как  
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для массовой, так и поверхностной моделей плотно-
сти заряда. Для поверхностной модели плотности 
заряда при уменьшении размера частиц происходит 
большее увеличение интенсивности перепада дав-
ления газа в формирующемся течении газовзвеси, 
чем при моделировании динамики газовзвеси  
с массовым распределением плотности электриче-
ского заряда 
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Введение. Одной из развивающихся областей механики жидкости, газа  
и плазмы является динамика неоднородных сред [1–18]. В некоторых слу-
чаях возникает необходимость моделировать течения неоднородных сред, 
движущихся в электрическом поле [4–18]. Математические модели дина-
мики нестационарных течений пылевой плазмы без учета влияния эффек-
тов, связанных с газовой динамикой, приведены в [4, 5], численные и ана-
литические решения для плоской модели — в [4], численная модель для 
трехмерной модели в цилиндрической системе координат — в [5]. Сопо-
ставление экспериментального исследования и численных расчетов тече-
ния запыленной электрически заряженной двухфазной среды в канале,  
без учета взаимообратного силового влияния компонент смеси, проведено 
в [6]. Ионно-звуковые волны в пылевой плазме описаны в [7], также пред-
ставлены методики математического моделирования, выполнено сопостав-
ление математических расчетов с физическим экспериментом. Влияние 
пылевых структур на электрически заряженный столб тлеющего разряда 
рассмотрено в [8], приведены примеры расчетов для конкретных условий 
экспериментов. Исследованию динамики пылинок различных материалов, 
используемых в термоядерных энергетических установках,  посвящена [9], 
построена модель для описания пылеобразования, показано различие ди-
намики частиц из легких и тяжелых элементов. Вопрос о распределении 
кинетической энергии частиц в неоднородной плазменно-пылевой струк-
туре исследован в [10]. Доказано, что вследствие неоднородности парамет-
ров смеси средняя кинетическая энергия частиц в центральной части 
структуры может значительно отличаться от средней кинетической энер-
гии частиц на периферии. Эффекты выявлены с использованием аналити-
ческих методов и численного моделирования, а также сравнением с плаз-
менно-пылевым экспериментом в тлеющем разряде постоянного тока. Ис-
следованию динамических свойств плазменно-пылевой смеси из одинако-
вых отрицательно заряженных пылевых частиц посвящена [11]. Аналити-
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ческое решение уравнения Кортевега-де-Вриза с затуханием получено  
в [12], исследовано влияние параметров плазмы на амплитуду и ширину 
ионно-звуковых волн в пылевой плазме. Усовершенствование технологии 
электрических фильтров, очищающих газовые выбросы промышленных 
предприятий от дисперсных примесей, рассмотрено в [13]. С учетом пере-
численных работ в фундаментальных исследованиях динамики электри-
чески заряженных неоднородных сред изучают совокупность как электро-
физических, так и гидродинамических процессов. В то же время для  
совершенствования технологий и устройств, работающих с электрически 
заряженными газовзвесями, необходимо выявление закономерностей  
динамики смесей в аэродинамическом и электрическом полях. В настоя-
щей работе для массовых и поверхностных плотностей заряда дисперсной 
компоненты рассмотрено влияние размера частиц на движение дисперс-
ной компоненты и взаимодействие между частицами и несущей средой. 
Проведено сопоставление закономерностей влияния дисперсности частиц 
на формирование течения газовзвеси, выявленных при различном опреде-
лении плотности электрического заряда дисперсной компоненты. 

Методы исследования. Для описания динамики электрически заря-
женной газовзвеси применена математическая модель, реализующая 
континуальный подход моделирования, в которой учитывается влияние 
компонентов гетерогенной среды друг на друга [1]. Движение несущей 
среды описано системой уравнений Навье — Стокса для вязкого сжима-
емого теплопроводного газа c учетом межфазного силового взаимодей-
ствия и теплообмена [1–3, 13–18]: 
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Динамика дисперсной фазы описана уравнением сохранения средней 
плотности, уравнениями сохранения составляющих импульса и уравне-
нием сохранения энергии с учетом взаимодействия компонентов смеси: 
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В (1) и (2) 1 1 1, , ,p u v  — давление, плотность, декартовы составляющие 
скорости несущей среды в направлении осей х и у; 1 1,Т е  — температура  
и полная энергия газа; 2 2 2 2 2, ,, ,Т е u v  — средняя плотность, температу-
ра, внутренняя энергия, декартовы составляющие скорости дисперсной 
фазы в направлении осей х и у; kF  — пространственные составля- 
ющие силы аэродинамического сопротивления; СkF  — пространственные  
составляющие силы Кулона, воздействующей на частицы; Q  — поток  
теплоты между компонентами смеси;  — вязкость газа;  — теплопро-
водность газа;  — постоянная адиабаты. Температура несущей среды: 

2 21 1 1 1 11 / 0, 5( ) / ,T e u v R  R — газовая постоянная несущей 
фазы. Внутренняя энергия взвешенной в газе дисперсной фазы: 2e  

2 2,pC T  рС  — удельная теплоемкость единицы массы вещества дис-
персной фазы, средняя плотность дисперсной фазы: 2 20,   — объ-
емное содержание дисперсной фазы; 20  — физическая плотность мате-
риала дисперсной компоненты смеси. Потенциал электрического поля  
в расчетной области определяют из решения уравнения Пуассона. В пра-
вой части уравнения Пуассона содержится плотность заряда газовзвеси 
(массовая или поверхностная), отнесенная к абсолютной диэлектрической 
проницаемости несущей среды [19, 20]: 

    2 9
0 0 0div / ,  ,   / ,  10 / 36  Ф/м.E EE E   (3) 

 20 2 2 ;  = ;  ; .
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Здесь E  — плотность заряда; iq  — удельный заряд единицы массы (m)  
или площади (S) твердой фракции;  — потенциал электрического поля;  
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1  — относительная диэлектрическая проницаемость воздуха; 0  — аб-
солютная диэлектрическая проницаемость воздуха. Система уравнений (1), 
(2) интегрирована явным конечно-разностным методом Мак-Кормака вто-
рого порядка точности [21]. Для подавления численных осцилляций при-
менена схема нелинейной коррекции сеточной функции [22, 23]. 

Система уравнений дополнена соответствующими начальными и гра-
ничными условиями. При расчете течений двухфазной смеси для состав-
ляющих скорости несущей среды и дисперсной компоненты заданы одно-
родные граничные условия Дирихле на всех поверхностях. Для остальных  
динамических функций смеси на боковых поверхностях канала заданы од-
нородные граничные условия Неймана, согласно методике конечно-разно-
стного моделирования динамики сжимаемого теплопроводного газа [21]  
и методике моделирования динамики взвешенной в сжимаемом топливо-
проводном газе дисперсной компоненты с изменяющейся «средней плот-
ностью» и энергией [2, 3]. 

Уравнение Пуассона [19, 20], описывающее потенциал электрического 
поля (3), решено методом конечных разностей с использованием итераци-
онной схемы метода установления [24] на сгенерированной для газодина-
мических расчетов сетке. Это выполнено с целью учесть влияние силы  
Кулона при решении уравнений динамики двухфазной среды, а также рас-
пределение «средней плотности» дисперсной фазы в узлах разбиения  
физической области при решении уравнения Пуассона. 

Результаты расчетов. Численно исследовано влияние дисперсности 
частиц на движение электрически заряженных газовзвесей с поверхност-
ными и массовыми плотностями заряда. В качестве моделируемого про-
цесса рассмотрено самосогласованное течение газовзвеси, вызванное 
движением дисперсной компоненты под действием электрического поля. 
Расчетная область: канал длиной L = 2 м, шириной h = 0,1 м. Конечно-
разностная сетка имела в продольном направлении xN  = 300 узлов, в по-
перечном — yN  = 30 узлов. В начальный момент времени канал разделен 
на две части: в одной части расположена электрически заряженная  
газовзвесь, в другой — однородный газ (для 0 < x  < 1 p = 98 кПа, 1  =  
= 1,204 кг/м3, 2 1T T  =293 K,  = 0,001; для 2 > x  ≥ 1 p = 98 кПа, 1  =  
= 1,204 кг/м3, 2 1T T  = 293 K,  = 0). Все дисперсные частицы имели по-
ложительный заряд, вследствие чего частицы перемещались в направле-
нии той части канала, в которой отсутствует дисперсная компонента 

(рис. 1, а). Распределение модуля скорости газа 2 21 1 1V u v  показано 
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Рис. 1. Пространственные распределения концентрации частиц (а)  
и модуля скорости газа (б) для газовзвеси с размером частиц d = 2 мкм,  

момент времени t = 1,3 мс 

на рис. 1, б, для составляющих скорости заданы граничные условия  
Дирихле, наибольшее значение модуль скорости газа достигает вблизи 
оси симметрии канала. 

Пространственное распределение удельной силы Кулона для массо-
вой модели плотности заряда частиц ( mq  = 0,001 Кл/кг) монодисперсных 
электрически заряженных газовзвесей с различными размерами дис-
персных включений приведено на рис. 2, а. 

Для размера дисперсного включения d = 8 мкм, физической плотно-
сти материала твердой компоненты газовзвеси 20  = 1850 кг/м3, объем-
ного содержания дисперсной компоненты  = 0,001, поверхностной  
и массовой плотностей заряда Sq  = 0,0000497 Кл/м2, mq  = 0,001 Кл/кг рас-
считанные значения силы Кулона одинаковы (рис. 2, б). Для поверхност-
ной плотности заряда сила Кулона изменяется, увеличиваясь при умень-
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Рис. 2. Пространственные распределения х-составляющей удельной силы 
Кулона для размеров дисперсных включений твердого компонента d = 8 (1),  
6 (2), 4 (3), 2 мкм (4) при массовом (а) и поверхностном (б) распределении 

электрического заряда газовзвеси, момент времени t = 1,3 мс, y = 0,05 м: 
 — распределение х-составляющей удельной силы Кулона  

для массовой плотности заряда с дисперсностью частиц 8 мкм 
 

шении размера дисперсных включений частиц. Такая закономерность 
объясняется тем, что площадь дисперсной компоненты увеличивается 
при уменьшении размера частиц. 

Несмотря на то что при массовой плотности заряда дисперсность ча-
стиц газовзвеси не влияет на удельную силу Кулона, воздействующую на 
единицу массы дисперсной компоненты, скорость движения компоненты 
прямо пропорциональна размеру частиц (рис. 3, а). Это связано с тем, 
что при увеличении размера частицы ее площадь и, следовательно, сила 
аэродинамического сопротивления возрастают в квадратичной пропор-
ции, масса частицы и воздействующая на частицу сила Кулона — в куби-
ческой пропорции. Для поверхностной плотности заряда дисперсной 
компоненты наблюдается обратная тенденция (рис. 3, б), поскольку для 
поверхностной плотности заряда удельная сила Кулона увеличивается  
с уменьшением размера частиц. 

При массовой плотности заряда дисперсной компоненты интенсив-
ность перепада давления обратно пропорциональна размеру частиц газо-
взвеси (рис. 4, а), так как увеличение размера частиц приводит к умень-
шению площади контакта несущей среды и дисперсной компоненты га-
зовзвеси. Для поверхностной плотности заряда наблюдается аналогичная 
закономерность (рис. 4, б). 
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Рис. 3. Пространственные распределения x-составляющей скорости дисперсной 
компоненты для размеров дисперсных включений d = 8 (1), 6 (2), 4 (3), 2 мкм (4) 

при массовом (а) и поверхностном (б) распределениях электрического заряда 
газовзвеси, момент времени t = 1,3 мс, y = 0,05 м 

Рис. 4. Пространственное распределение давления газа при массовом (а)  
и поверхностном (б) распределениях электрического заряда газовзвеси  
для d = 8 (1), 6 (2), 4 (3), 2 мкм (4), момент времени t = 1,3 мс, y = 0,05 м 

Параметры моделируемого течения выбраны так, чтобы при d = 8 мкм 
результаты расчетов для массовой и поверхностной плотностей заряда были 
идентичны. Однако при поверхностном задании плотности электрического 
заряда уменьшение дисперсности частиц приводит к более существенному, 
чем для массовой плотности заряда, увеличению интенсивности перепада 
давления в канале. Максимальные значения перепада давления газа при ге-
нерации течения газовзвеси движущимися частицами для массового/по-
верхностного распределений плотности заряда частиц приведены ниже: 
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d, мкм  ............................................   8       6  4    2 
max min ,p p  Па  ..............................  176 215/249   268/547   314/1243 

Выявленную закономерность можно объяснить тем, что при поверх-
ностной плотности заряда дисперсной компоненты уменьшение дисперс-
ности влечет за собой как увеличение площади контакта несущей среды  
и дисперсной компоненты, так и возрастание воздействующей на частицы 
газовзвеси силы Кулона. 

Заключение. Представлены результаты численного моделирования те-
чения газовзвеси, вызванного движением дисперсных включений под дей-
ствием внутреннего электрического поля дисперсной компоненты. Прове-
дено сопоставление математических моделей с поверхностной и массовой 
плотностями зарядов электрически заряженной газовзвеси. Для математи-
ческих моделей с массовым и поверхностным заданием плотности заряда 
дисперсной компоненты наблюдается различное влияние дисперсности 
частиц на интенсивность течения запыленной среды. Для поверхностной 
плотности заряда удельная сила Кулона обратно пропорциональна размеру 
частиц. При уменьшении размера частиц для расчетов, проведенных как 
для массовой, так и для поверхностной плотностей электрического заряда 
дисперсной компоненты, происходит усиление интенсивности течения га-
зовзвеси. Для поверхностной модели плотности заряда дисперсной компо-
ненты уменьшение размера частиц приводит к существенно большему уве-
личению влияния силы Кулона на динамику несущей среды. 
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Abstract Keywords 
The purpose of the study was to mathematically model 
the dynamics of inhomogeneous electrically charged 
media, such as that of gas suspensions, i.e., solid parti-
cles suspended in a gas. The mathematical model im-
plemented a continuum approach to modeling the 
dynamics of inhomogeneous media, which implies 
taking into account intercomponent heat transfer and 
momentum exchange. The carrier medium was de-
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scribed as a viscous, compressible, heat-conducting gas, 
the equations of the model were supplemented with 
initial and boundary conditions, and the system of the 
equations was integrated by an explicit finite-difference 
method. To obtain a monotonic grid function, a non-
linear scheme for correcting the numerical solution was 
used. The mathematical model was supplemented with 
the Poisson equation describing the electric field, which 
is formed by electrically charged disperse inclusions. 
The Poisson equation was integrated by finite-
difference methods on a gas-dynamic grid. The flow  
of a gas suspension caused by the motion of dispersed 
particles under the action of the Coulomb force was 
studied numerically. Flows of gas suspensions with 
surface and mass densities of electric charge were mod-
eled. For the surface charge density model, the Cou-
lomb force acting on the unit mass of the gas suspen-
sion increases with a decrease in the dispersion of parti-
cles. For the mass charge density, the dispersion  
of particles does not affect the specific Coulomb force 
acting on the particles. The intensity of the gas suspen-
sion flow increases with decreasing particle size, both 
for the mass and surface models of charge density. For 
the surface charge density model, as the particle size 
decreases, the intensity of the gas pressure drop in the 
emerging gas suspension flow increases more than 
when modeling the gas suspension dynamics with  
a mass distribution of the electric charge density 
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