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Аннотация Ключевые слова 
Впервые предложен метод расчета теплопроводно-
сти неметаллических твердых тел на основе деталь-
ного учета взаимодействия переносчиков тепло- 
ты — квазичастиц — фононов. Взаимодействия 
фононов значительно сложнее, чем классических 
атомов и молекул. Необходимо учитывать такие 
особенности взаимодействия, как наличие двух 
типов фононов с различными свойствами; распад 
одного фонона на два или слияние двух фононов  
в один в результате взаимодействия; наличие двух 
типов взаимодействия фононов, одно из которых 
является упругим, другое — неупругим (причем тип 
взаимодействия строго определяется в результате 
решения уравнений сохранения энергии и квази-
импульса). Существующие методы определения 
теплопроводности, основанные в большинстве 
случаев на решении транспортного уравнения 
Больцмана, используют метод итераций, парамет-
ром которого является среднее время между после-
довательными взаимодействиями фононов. Резуль-
таты расчета содержат ограниченную информацию 
обо всех типах взаимодействия. В настоящей работе 
развит метод Монте-Карло прямого моделирования 
диффузии фононов со строгим учетом их взаимо-
действия за счет непосредственного использования 
законов сохранения энергии и квазиимпульса. Про-
веденные расчеты коэффициента теплопровод-
ности для чистого кремния в диапазоне значений 
температуры 100…300 K показали хорошее согласие  
с экспериментом и расчетами других авторов,  
а также позволили в деталях рассмотреть кинетику 
фононов 

Твердое тело, фононы, диф-
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Введение. Расчеты теплопроводности полупроводников и диэлектриков 
основаны на решении транспортного уравнения Больцмана (BTE) с учетом 
различных процессов взаимодействия фононов. Впервые это предложил 
Пайерлс. В настоящей работе рассмотрены фонон-фононные процессы 
взаимодействия, которые играют определяющую роль. Обычная практика 
их учета сводится к определению зависимостей от температуры и частоты 
(энергии) времени жизни фононов для нормальных процессов N  и про-
цессов переброса .U  Затем по правилу Маттиссена определяется полное 
время фонон-фононных взаимодействий: 1 1 1.NU N U  Величина NU  
учитывает сложные трехфононные процессы взаимодействия при опреде-
лении теплопроводности неметаллических твердых тел. В настоящее  
время разработана теория ab initio (из первых принципов), не требующая  
использования эмпирических данных и обеспечивающая достаточно 
надежные предсказательные сведения о теплопроводности различных  
материалов [1–4]. 

Процессы взаимодействия фононов друг с другом являются сложными 
и многофакторными [5]. Во-первых, необходим учет поляризации фоно-
нов: поперечные/продольные; акустические/оптические. Рассмотрены 
именно акустические фононы, так как скорость распространения оптиче-
ских фононов мала, поэтому ими в расчетах теплопроводности пренебре-
гают. Во-вторых, процессы взаимодействия трех фононов могут приводить 
к слиянию двух фононов или к распаду одного фонона на два. В-третьих, 
необходим учет как упругих (нормальных), так и неупругих процессов вза-
имодействия фононов (процессов переброса), а также гармонических и ан-
гармонических взаимодействий атомов твердотельных решеток. 

Предпринята попытка рассчитать теплопроводность с независимым 
учетом N- и U-процессов, используя законы сохранения энергии и квази-
импульсов фононов, на примере кремния. Суть заключается в следующем. 
Вместо решения уравнения BTE предложен расчет диффузии фононов  
в собственном газе, аналогичный расчету самодиффузии классических ато-
мов или молекул [6] с использованием прямого моделирования Монте-
Карло. Это позволяет определить коэффициент диффузии фононов  
в кремнии в зависимости от температуры. Произведение коэффициента 
диффузии и теплоемкости дает оценку теплопроводности кремния. Такой 
подход использован в [7], где, во-первых, учитывались только U-процессы 
взаимодействия фононов, во-вторых, реализован обычный подход, осно-
ванный на использовании правила Маттиссена. Очевидно, что использова-
ние правила Маттиссена исключает возможность точного описания про-
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цессов взаимодействия фононов. Кроме того, существуют соображения  
о некорректности этого правила. Утверждается, что оно справедливо толь-
ко, если время жизни фононов, входящее в это выражение, имеет одинако-
вую зависимость от частоты [8], что не выполняется. Не выполняются и 
некоторые другие условия [9]. 

Описание алгоритма расчета. Расчет методом Монте-Карло начнем [5] 
с задания температуры T  материала и свойств среды. Во-первых, это дис-
персионные соотношения ( ),k  устанавливающие взаимосвязь частоты 
фонона и волнового числа, а также определяющие допустимый диапазон 
изменения частоты (энергии) фононов [10]. Важность этих соотношений 
связана с двумя обстоятельствами. Во-первых, видно ограничение на вол-
новое число k — величина maxk  и, соответственно, ограничение на макси-
мальную частоту фононов поляризации j  (поперечной T и продольной L). 
Во-вторых, зависимости ( )k  позволяют определить групповые скорости 
фононов: / .gv k  

Одной из особенностей твердых тел является то, что атомы в них рас-
положены в виде решеток определенной конфигурации. Так, в кремнии это 
гранецентрированная кубическая решетка. Свойства решетки (дисперси-
онные соотношения) в разных направлениях (например, вдоль грани куба 
или вдоль его диагонали) несколько отличаются. Обычно этими отличиями 
пренебрегают, полагая, что свойства во всех направлениях одинаковы (изо-
тропное приближение). Здесь рассмотрим изотропное приближение, при 
этом свойства соответствуют направлению [100] кристаллической решетки, 
а зависимости ( )k  получены путем полиномиальной аппроксимации 
экспериментальных данных, проведенной в [11], и представлены на рис. 1. 

 
 

Рис. 1. Дисперсионные кривые ( )k  
для кремния:  

1, 2 — акустические фононы поперечной 
(TA) и продольной (LA) поляризаций; 
3, 4 — оптические фононы поперечной 
(TO) и продольной поляризаций; 5, 6 — 
дисперсионные соотношения в прибли-

жении Дебая (постоянной скорости)  
для продольной и поперечной поляри-

заций 
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Зададим время между последовательными взаимодействиями фоно-
нов друг с другом для нормальных процессов ( , )N T  и процессов пере-
броса ( , ).U T  Здесь использовано время, полученное в рамках метода 
ab initio [12], что позволяет избежать применения эмпирических пара-
метров [11]. Так, для кремния используем время релаксации, полученное 
Вордом и Бройдо [12]: 

 2,( , ) ( );N N jT A Tf T  4,( , ) ( ),U U jT A Tf T  (1) 

где ( ) 1 exp( 3 / ).Df T T  Значения коэффициентов , ,N jA  ,U jA  и тем-
пературы Дебая D  представлены в [12]. 

Далее изучим диффузию фононов в собственном газе [13]. Существен-
ное отличие диффузии фононов от диффузии классических атомов или мо-
лекул заключается в том, что вызвавший взаимодействие в определенной 
точке фонон исчезает, дальше диффузию продолжает другой фонон. По-
этому время между последовательными взаимодействиями фононов часто 
называют временем жизни фононов. В соответствии с [14, 15] рассмотрены 
следующие процессы взаимодействия фононов: 
 LA TA + TA, LA TA + LA.  (2) 

Здесь LA, TA — продольная и поперечная акустические волны. Для ана-
лиза взаимодействия фононов используют уравнения сохранения энер-
гии и квазиимпульса при взаимодействии фононов. Для нормальных 
процессов (слияние или распад фононов) имеем: 
 1 2 3 1 2 3; ;  (3) 

 1 2 3 1 2 3; ;k k k k k k  (4) 

для процессов с перебросом —  

 1 2 3 .k k k G  (5) 

Здесь G  — вектор обратной решетки; U-процесс возникает в тех случаях, 
когда абсолютная величина 1 2k k  оказывается больше, чем возможное 
максимальное значение волнового вектора max .k  Добавление G  обеспе-
чивает появление волнового вектора 3k  внутри первой зоны Бриллюэна 

3 max( )k k  и сохранение энергии фонона. 
Далее реализуем метод Моте-Карло с использованием алгоритма, 

предложенного в [16], с добавлением непосредственного решения урав-
нений сохранения энергии и квазиимпульса (3)–(5). В начале расчета  
в точке (0, 0) задаем параметры первого фонона. Для этого спектр частот 
фононов разбиваем на jN  равных интервалов: max min( ) / ,j j jN  
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где max ,j  min
j  — максимальное и минимальное значения частоты фо-

нонов поляризации .j  Затем определяем число фононов в каждом i-м 
интервале частот: 
 0 0( , ) ( ) ,j

i j iiN f T D  (6) 

где 0( , )if T  —  распределение Бозе — Эйнштейна; 0i  — частота фоно-
на в центре i-го интервала частот; 0( )j iD  — функция плотности состоя-
ний фононов [11]. 

Затем определяем поляризацию первого фонона. Для этого вводим 
вероятность появления фонона поляризации j: 

 ,
L
b

L T L
b b

N
P

N N
 (7) 

где j
bN  — полное число фононов поляризации ,j  получаемое из (6)  

за счет предельного перехода к интегрированию по спектру частот, 
max

min

( , ) ( ) .
j

j

j
jbN f T D d  Если случайное число [0,1]R  меньше ,LP   

то поляризация первого фонона — продольная, LA.j  Если [ ,1],LR P  
то поляризация — поперечная, TA.j  

Далее находим частоту первого фонона. Вводим кумулятивные нор-
мализованные функции плотности: 

 
1 1

.
jj

i bNN
j j j

m mi
m m

F N N  (8) 

Случайное число [0,1]R  позволяет определить частоту ,j
i  если 

1 ,j j
i iF R F  то частота фонона находится в i-м интервале и равна 

0, (2 1) / 2.i i R  
По значению частоты из дисперсионного соотношения ( )k  определя-

ем абсолютное значение волнового вектора .k  Для определения направле-
ния рассмотрим сферическую систему координат, в которой азимутальная 
( )  и полярная ( )  координаты связаны соотношениями 1cos 2 1R   
и 22 ,R  где 1,R  2R  — случайные числа между нулем и единицей. Затем 
определим групповую скорость фонона / .gv d dk  

Далее рассмотрим дрейф фонона вдоль вектора k  в целях определе-
ния длины пробега. Вводим интервал времени t  меньше среднего вре-
мени жизни фонона и записываем вероятность 
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 ,1 exp( / ).j
ph jfP s t  (9) 

Здесь 1, 2, 3,s  и т. д. Для первого значения ,s t  когда ,j
fR P  получа-

ем время пролета s t  и длину свободного пробега .gl v  Время 
между последовательными взаимодействиями фононов ,ph j  определяем 
на каждом шаге в зависимости от типа фонона и типа взаимодействия: 
время пролета продольного фонона при реализации нормального про-
цесса взаимодействия , ,N L  то же при реализации U-процесса ,U L   
и аналогично для поперечных фононов: , ,N T  , .U T  

Затем рассчитываем новые координаты фонона и рассматриваем взаи-
модействие трех фононов. Для этого сначала определим тип второго фоно-
на, используя (7). Если этот фонон продольный, то из (2) следует, что воз-
можны только N-процессы, т. е. при рассмотрении следующего пролета 
следует использовать , .N L  Если этот фонон поперечный, то необходимо 
сначала изучить взаимодействие фононов [5, 13], после чего определить 
тип процесса (N или U) в зависимости от соотношения 1 2k k  и значе-
ний 3k  и max .k  В качестве ,ph j  взяты ,N j  и ,U j  (1) из [12]. 

Следовательно, анализ взаимодействия проводим следующим обра-
зом. Определяем тип, частоту, групповую скорость и волновое число 
второго фонона, как это выполняется для первого фонона. Затем из (3) 
находим частоту третьего фонона, а из (4) — направления волновых век-
торов второго и третьего фононов, а также абсолютное значение волно-
вого вектора третьего фонона. Определяем тип взаимодействия фононов: 
N- или U-процесс. Затем с использованием (9) анализируем дрейф треть-
его фонона, определяем его новые координаты и описанными выше спо-
собами изучаем взаимодействие с двумя другими фононами. В зависимо-
сти от типа взаимодействия в (9) используем ,N j  и , .U j  Это обеспечи-
вает раздельный учет N- или U-процессов вместо применения правила 
Маттиссена. В результате появляется возможность уточнения значений 

,N j  и , ,U j  а также определения долей этих процессов. 
Результаты. Для примера рассмотрим кинетику фононов в чистом 

кремнии в диапазоне значений температуры 100…300 K. В результате 
статистической обработки последовательных актов взаимодействия фо-
нонов (2)–(9) проводим расчет коэффициентов переноса. Так, коэффи-
циент диффузии ( )D T  определяем из выражения [6]: 

 2 2 ( ) .L D T t   
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Здесь 2L  — среднее расстояние от начальной точки (0, 0) до точки, где 
фонон находится в момент времени .t  Если известен коэффициент диф-
фузии, то теплопроводность определяем так [7]: 
 ( ) ( ) ( ),k T C T D T   
где ( )C T  — теплоемкость кремния. Это очень удобный способ определе-
ния теплопроводности, но он вносит некоторую неопределенность в ко-
нечный результат, так как точная формула для теплопроводности пред-
ставляет собой интеграл по спектру частот фононов [11]. Результаты рас-
чета коэффициента теплопроводности для чистого кремния приведены 
на рис. 2. Наблюдается хорошее согласие как с расчетами методом ab ini-
tio [17], так и с экспериментальными данными [18]. 

 
 

Рис. 2. Результаты расчета 
коэффициента теплопроводности 

кремния: 
1 — расчеты, полученные в настоящей 

работе; 2 — результаты моделирования ab 
initio [17]; 3 — аппроксимация экспери-

ментальных данных [18] 

 
Далее определяем доли N- или U-процессов, для чего проводим под-

счет общего числа каждого процесса и определяем их доли. Так, расчеты 
показали, что в диапазоне значений температуры 100…300 K эти доли 
приблизительно постоянны и составляют 0, 6NP  и 0, 4.UP  Это озна-
чает, что соотношение между N- и U-процессами составляет 3 : 2. Анало-
гично были получены доли различных типов взаимодействий (2), пред-
ставленные в таблице. 

Доли слияния и распада от общего числа  
фонон-фононных взаимодействий (Т = 300 K) 

Процесс Формула Доля, % 

Слияние TA TA LA 27,6
TA LA LA 22,5

Распад 
LA TA TA 26,0 
LA TA LA 23,9

Заключение. Предложен метод определения теплопроводности не-
металлических твердых тел, основанный на прямом моделировании 
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Монте-Карло без использования правила Маттиссена для определения 
коэффициентов переноса. Представленный метод позволил строго учесть 
законы сохранения энергии и квазиимпульса при рассмотрении взаимо-
действия фононов друг с другом, а также напрямую определить доли раз-
личных процессов фонон-фононных взаимодействий, что является его 
отличительной особенностью. 
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Abstract Keywords 
The thorough study of the heat carriers — quasiparti-
cles — phonons interaction resulted in a pioneering 
method for calculating the thermal conductivity  
of nonmetallic solids. As the interactions of phonons 
are much more complicated than those of usual atoms 
and molecules, it is necessary to take into account  
the presence of two types of phonons with different 
properties; the decay of one phonon into two or the 
fusion of two phonons into one as a result of interac-
tion; the presence of two types of interaction of pho-
nons, one of which is elastic, the other is inelastic 
(moreover, the type of interaction results from solving 
the energy and quasi-momentum conservation equa-
tions). The existing methods for determining thermal 
conductivity, which typically involve solving the 
Boltzmann transport equation, use the iteration meth-
od, whose parameter is the average time between suc-
cessive phonon interactions, and the calculation results 
provide little information on all types of interactions.  
In this research, we developed a method of direct Mon-
te Carlo simulation of phonon diffusion with strict 
account for their interaction owing to the energy and 
quasi-momentum conservation laws. Calculations  
of the thermal conductivity coefficient for pure silicon 
in the temperature range of 100–300 K showed good 
agreement with the experiment and calculations  
of other authors, and also made it possible to consider 
the phonon kinetics in detail 

Solid, phonons, diffusion, ther-
mal conductivity 
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