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Аннотация Ключевые слова 
Лапласиан с парой разбегающихся возмущений 
исследован в двумерном пространстве. Под возму-
щениями понимаются вещественные финитные не-
прерывные потенциалы. Изучен дискретный спектр 
возмущенного лапласиана при увеличении расстоя-
ния между потенциалами. Рассмотрено наличие его 
собственных значений и собственных функций, ко-
торые им соответствуют, при различных случаях 
кратностях предельного собственного значения. 
Первым случаем рассматриваемой кратности явля-
ется двукратное предельное собственное значение. 
Под этим понимается простое и изолированное 
собственное значение лапласиана с первым потен-
циалом, а также простое и изолированное собствен-
ное значение лапласиана со вторым потенциалом. 
Второй рассматриваемый случай — случай произ-
вольной кратности предельного собственного зна-
чения. Под этим понимается собственное значе-
ние лапласиана с первым потенциалом произволь-
ной кратности и собственное значение лапласиана 
со вторым потенциалом также произвольной крат-
ности. В обоих случаях (кратности два и произволь-
ной) построены первые члены формальных асимп-
тотических разложений собственных значений 
и собственных функций возмущенного лапласиана, 
которые соответствуют данным собственным зна-
чениям. Продемонстрирована сложная экспонен-
циально-степенная структура построенных асимп-
тотик. В указанных случаях показана симметрия 
относительно нуля первых поправок асимптотик 
собственных значений возмущенного лапласиана 
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Введение. Задачи с разбегающимися возмущениями имеют давнюю исто-
рию и достаточно активно исследуются, см., например, [1–19]. Вначале 
внимание исследователей (см. [1–9]) было сконцентрировано на возмуще-
нии с использованием вещественных потенциалов оператора Шредингера. 
Постепенно задачи усложнялись. Вместо вещественных потенциалов в ра-
ботах стали встречаться произвольные абстрактные операторы [10–15].  
В более общей постановке задачи речь идет об эллиптических диффе-
ренциальных операторах четного порядка в произвольном пространстве 
[12, 13]. В упомянутых работах изучены резольвента, изолированные соб-
ственные значения и собственные функции, которые этим значениям  
соответствуют. Результаты работ подробно описаны в [14]. Объектами  
исследований также часто были собственные значения и резонансы, кото-
рые возникают из края существенного спектра предельного оператора  
(см. [8, 9, 15–17]). Описаны случаи существования подобного рода резо-
нансов и собственных значений, построены асимптотики. 

Возмущенный лапласиан в случае двукратного предельного собствен-
ного значения изучен в [5–7, 10–12, 18, 19]. Под двукратным собственным 
значением в [5–7, 12, 19] понималось следующее: простое и изолированное 
собственное значение лапласиана с первым потенциалом, а также простое 
и изолированное собственное значение лапласиана со вторым потенциа-
лом. Лапласиан в [5] возмущался кулоновскими потенциалами, в [6, 7] — 
убывающими на бесконечности потенциалами, в [12, 13] — произвольны-
ми операторами, в [18, 19] — финитными потенциалами. Результатами  
перечисленных работ являются первые члены асимптотических разложе-
ний собственных значений и собственных функций, которые им соответ-
ствуют. Под двукратным предельным собственным значением в [12, 18] 
понималось совершенно другое. Предполагалось, что предельное соб-
ственное значение — это двукратное собственное значение лапласиана 
только с первым потенциалом. Представление для собственных значений 
возмущенного лапласиана и дифференциального оператора четного по-
рядка, а также собственных функций, которые им соответствуют в виде 
равномерно сходящихся рядов, удалось получить в [5, 12]. Первые члены 
асимптотик возмущенного лапласиана на плоскости в случае двукратного 
предельного собственного значения (двукратное собственное значение 
лапласиана только с первым потенциалом) построены в [18]. Экспонен-
циальная и экспоненциально-степенная структуры асимптотик в зависи-
мости от размерности пространства и распределения кратности в двукрат-
ном предельном собственном значении показаны в [18, 19]. Эффект сим-
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метрии первых поправок асимптотик собственных значений возмущенно-
го лапласиана относительно нуля также был установлен в [6, 10, 11, 18, 19]. 

В настоящей работе лапласиан с парой разбегающихся возмущений ис-
следован в двумерном пространстве. Возмущается лапласиан с помощью 
финитных непрерывных потенциалов. Изучены собственные значения 
возмущенного лапласиана при увеличении расстояния между возмущаю-
щими потенциалами. Рассмотрено наличие собственных значений возму-
щенного лапласиана и собственных функций, которые им соответствуют  
в двух различных случаях кратности предельного собственного значения. 
Первый случай кратности — двукратное предельное собственное значение. 
Под этим понимается простое и изолированное собственное значение 
лапласиана с первым потенциалом, а также простое и изолированное соб-
ственное значение лапласиана со вторым потенциалом. Второй случай — 
случай произвольной кратности предельного собственного значения.  
Под ним понимается собственное значение лапласиана с первым потенци-
алом произвольной кратности и собственное значение лапласиана со вто-
рым потенциалом также произвольной кратности. В обоих случаях кратно-
сти (два и произвольной) построены первые члены формальных асимпто-
тических разложений собственных значений и собственных функций  
возмущенного лапласиана, которые соответствуют данным собственным 
значениям. Показана также симметрия относительно нуля первых попра-
вок асимптотик собственных значений возмущенного лапласиана. Проде-
монстрирована сложная экспоненциально-степенная структура построен-
ных асимптотик. Аналогичная задача для случая двукратного предельного 
собственного значения рассмотрена в [18]. Однако под двукратным пре-
дельным собственным значением понималось двукратное собственное зна-
чение лапласиана только с первым потенциалом. Еще раз отметим, что  
в настоящей работе под двукратным предельным собственным значением 
подразумевается простое и изолированное собственное значение лапла-
сиана с первым потенциалом, а также простое и изолированное собствен-
ное значение лапласиана со вторым потенциалом, которое в сумме дает 
кратность два предельному собственному значению. Такое распределение 
предельных собственных значений влияет на структуру асимптотик. Имен-
но поэтому здесь и в [18] структура асимптотик собственных значений 
возмущенного лапласиана и асимптотик соответствующих им собственных 
функций в двумерном пространстве значительно отличаются друг от друга. 

Постановка задачи. В двумерном пространстве 2R  определим пря-
моугольные декартовы координаты 1 2( , )x x x  и параметр 1 2( , ),  
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для которого справедливо условие | | .  Рассмотрим в пространстве 
22( )L R  возмущенный оператор:  

 ( ) ( ),H L L   2 22( ) ( ),D H W R  

где L  — вещественные финитные непрерывные потенциалы. Введем  
еще пару операторов ,H L  2 22( ) ( )D H W R  в пространстве 

22( ).L R  Последние операторы будем называть предельными, так как  
в [13] показано, что при увеличении расстояния между возмущениями 
оператор H  расщепляется на два оператора H  и .H  

Как уже было отмечено, здесь речь идет о собственных значениях  
возмущенного лапласиана в случае кратного предельного собственного 
значения. Рассмотрим случай двукратного предельного собственного зна-
чения. 

Пусть 0  — простое и изолированное собственное значение каждого 
оператора H  и ,H  0, ( )x  — собственные функции, соответствующие 
данному собственному значению. Рассмотрим уравнения на собственные 
значения предельных операторов 0 0,( ) 0.H  Перепишем эти 
уравнения в виде 
 0 0, 0,( ) .L  
Эти уравнения являются уравнениями Гельмгольца с локализованной 
правой частью. Решение этих уравнений — функция 

 
2

0, | | ( ) ,
R

G x y f y dy  

где | |G x y  — функция Грина оператора Гельмгольца; ( )f y   
0, ( ).L y  В двумерном пространстве функцию Грина можно пред-

ставить через функции Ханкеля в виде 

 (1)
0| | | | ,

4
iG x y H i x y  

где (1)
0 | |H i x y  — функция Ханкеля первого рода нулевого порядка. 

Этот факт доказан в [10]. Согласно [20, Дополнение II, часть I, 3.1], функ-
ция Ханкеля на бесконечности ведет себя следующим образом: 

 (1) | | /4 1 | |
0

2| | | | .
| |

i x y x yH i x y e O x y e
x y

 

Таким образом, собственные функции предельных операторов H   
в двумерном пространстве на бесконечности имеют вид 
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 0 0Re | | 1/2 1 | |0, 0 2
( , )| | 1 | | ,

| |
x xx AC e x O x e

x
 (1) 

где 0C  — некоторые константы; | | ;x  21 ,A A A  — вектор,  

с компонентами ( ) ,ii
Q

A y f y dy  1, 2,i  множества Q  — носители 

функций ( ).f y  
Цель работы — построение первых членов формального асимптоти-

ческого разложения собственных значений и собственных функций, ко-
торые ему соответствуют, возмущенного лапласиана в случае кратного 
предельного собственного значения. 

Основные результаты и их доказательство. Теорема 1. При доста-
точно больших | | формальные асимптотики собственных значений, 
сходящихся к предельному собственному значению 0,  и асимптотики 
собственных функций, которые ему соответствуют, возмущенного 
лапласиана в двумерном пространстве имеют вид: 

 0( ) ( )2 Re | | 1/20 1| | ( ) ;j je  (2) 

 ( ) ( ) ( )
0, 0,0, 0,( ) ( )j j jf f   

 0 ( ) ( )2 Re | | 1/2
1, 1,| | ( ) ( )j je  

 0 ( ) ( )4 Re | | 1/2
2, 2,| | ( ) ( ) ,j je  (3) 

где  

 ( )
12 211 ( ) ;j b b  (4) 

  
0 2

( , )Re
( ) ( ) ( ) 1 2| |01, 1 0 0, 2 2

( , ) ( , )( ) ( ) 1 ;
2 | | 4 | |

x
j j j A xx C C f H L e  (5) 

 ( ) ( ) ( ) 102, 2 0 0,( ) ( )j j jx C C f H  

 
0 2

( , )Re
1 2| |0 2 2

( , ) ( , )( ) 1 .
2 | | 4 | |

x
A xL H L e  (6) 
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Здесь ( )
1 ,jC  ( )

2
jC  — некоторые константы, 1, 2;j  операторы 10( )H  

действуют каждый в ортогональном дополнении к своей собственной 
функции 0, ( );x  ( )

1 ( )j  — собственные значения матрицы  

 

12

21

0
0

b
B

b  
с собственным вектором  

 

( )
0,( )

0 ( )
0,

;
j

j
j

f
f

f  

 12b  

0 2

22

( , )Re
( ) 1 2| |

0 0,0 0, 2 2
( )

( , ) ( , )( ) 1 , ( ) ;
2 | | 4 | |

x
j

L R

A xC f L H L e x  

 (7) 

 21b  

0 2

22

( , )Re
( ) 1 2| |

0 0 0,0, 2 2
( )

( , ) ( , )( ) 1 , ( ) .
2 | | 4 | |

x
j

L R

A xC f L H L e x   

(8) 

◀ Подставим равенства (2), (3) в уравнение ( ) ( ) ( )H .j j j  Раскро-
ем скобки и сгруппируем слагаемые в точках  и :  

 

0

0 0

0

( ) ( )2 Re | | 1/20,0, 1,

( )2 Re | | 1/2 2 Re | | 1/20 1,

( ) ( )4 Re | | 1/2 01, 2,

2 Re

: ( ) ( ) | | ( ) ( )

| | ( ) ( ) | |

( ) ( ) | | ( ) ( )

j j

j

j j

f L x x e L x x

e L x x e

L x x e L x x

e 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )| | 1/2 4 Re | | 1/2
0, 1 0, 1 1,

( ) ( )6 Re | | 1/2 4 Re | | 1/2
1 2,

( )
2,

| | ( ) | | ( )

| | ( ) | |

( ) ( ) 0;

j j j j

j j

j

f x e x

e x e

L x x
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0

0

0

0

( ) ( )2 Re | | 1/20,0, 1,

( )2 Re | | 1/2
0 1,

( )2 Re | | 1/2
1,

( )4 Re | | 1/2
0 2,

2 Re

: ( ) ( ) | | ( ) ( )

| | ( ) ( )

| | ( ) ( )

| | ( ) ( )

j j

j

j

j

f L x x e L x x

e L x x

e L x x

e L x x

e 0

0 0

0

( ) ( )| | 1/2
0, 1 0,

( ) ( ) ( ) ( )4 Re | | 1/2 6 Re | | 1/2
1 1, 1 2,

( )4 Re | | 1/2
2,

| | ( )

| | ( ) | | ( )

| | ( ) ( ) 0.

j j

j j j j

j

f x

e x e x

e L x x

 

 Рассмотрим выражения порядка 02 Re | | 1/2| |e  в точках  и :  

 
0 ( )2 Re | | 1/2 0 1,

( )
0,0,

| | ( ) ( )

( ) ( );

j

j

e L x x

f L x x
 

 
0 ( )2 Re | | 1/2 0 1,

( )
0,0,

| | ( ) ( )

( ) ( ).

j

j

e L x x

f L x x
 

Далее приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях экспо-
ненты в последних соотношениях, раскладывая | |x  в ряд Тейлора,  
а также учитывая (1), получаем равенство (5). 

Рассмотрим выражения порядка 04 Re | | 1/2| |e  в точках  и :  

 0 ( )2 Re | | 0 2, ( )je H x  

 ( ) ( ) ( )
0,1, 0, 1( 2 ) ( ).j j jL x f x  (9) 

Выписываем коэффициенты при одинаковых степенях экспоненты и, учи-
тывая поведение на бесконечности функции ( )

1, ( ),j x  из приведенных ра-
венств запишем формулы (6). 

Используем условие разрешимости, которое заключается в ортогональ-
ности правой части уравнения (9) собственной функции 0, ( ).x  В резуль-
тате получим матричное уравнение  

 ( ) ( )
1 0 0,j jB E f  (10) 
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где  

 
22

22

( )
0,1, ( )

( )
0,1, ( )

0 ( 2 ),

( 2 ), 0

j
L R

j
L R

L x
B

L x
 

— матрица; E  — единичная матрица размером 2 × 2; 
( )
0,( )

0 ( )
0,

j
j

j

f
f

f
 — 

собственный вектор, соответствующий собственному значению ( )
1 ( ),j  

1, 2.j  Используя поведение на бесконечности функций ( )
1, ( ),j x  дока-

зываем справедливость равенств (7), (8), которые описывают поведение 
на бесконечности элементов матрицы .B  Запишем условие разрешимо-

сти (10). Решим уравнение ( )
1det 0.jB E  Вычисляя последний 

определитель, приходим к (4). Отметим, что ( )
1 ( )j

 получаются равными 
по модулю, но противоположными по знаку, т. е. симметричными отно-
сительно нуля. ▶ 

Теорема 2. При достаточно больших | | формальные асимптотики 
возмущенных собственных значений, сходящихся к предельному соб-
ственному значению 0,  и асимптотики собственных функций, кото-
рые ему соответствуют, возмущенного лапласиана в двумерном про-
странстве имеют вид: 

 0( ) ( )2Re | | 1/20 1| | ( ) ;j je  (11) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0, 2 0,

1 1
( ) ( ) ( )

p q
j i i i i

i i
x f x f x  

 0 ( ) ( )2 Re | | 1/2
1, 1,| | ( ) ( )j je x x  (12) 

Здесь  

 1( )
01,

j H  

 0( ) ( ) ( ) ( ) Re | | 1/2
1 1 0, 0 2 2

1 1

,
( ) ( ) | | 1 ;

| |

p q
j i i i x

i i

x A
f x C f L e x

x
  

 (13) 
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 1( )
01,

j H  

0( ) ( ) ( ) ( ) Re | | 1/201 2 0, 1 2
1 1

,
( ) ( ) | | 1 ;

| |

q pj i i i x

i i

x A
f x C f L e x

x
 
  

(14) 

 ( )
1 ( ) ,j

j  (15) 

j  — собственные значения матрицы ˆ,BB  1, , ,j t  ,t p q B  —  
матрица размером ,p q  

     
2 22 2

2 22 2

( )(1) (1) (1)
0, 0, 0, 0,( ) ( )

( ) ( ) ( )(1)
0, 0, 0, 0,( ) ( )

( 2 ), ( 2 ),

,

( 2 ), ( 2 ),

q
L R L R

p p q
L R L R

L x L x

B

L x L x

 (16) 

B̂  — матрица размером ,q p  

     
2 22 2

2 22 2

( )(1) (1) (1)
0, 0, 0, 0,( ) ( )

( ) ( ) ( )(1)
0, 0, 0, 0,( ) ( )

( 2 ), ( 2 ),
ˆ ,

( 2 ), ( 2 ),

p
L R L R

q q p
L R L R

L x L x

B

L x L x

 (17) 

( )
0

jf  — собственный вектор, соответствующий собственным значениям 
( )
1 ( ),j  компонентами которого являются числа ( )

1 ,jf  1, , ,j p  и ( )
2 ,jf  

1, , ;j q  

 

0 2

22

( , )Re ( ) ( )2| |0 0,2 2
( )

( , ) ( , )1 , ( ) ,
2 | | 4 | |

1, , , 1, , ;

x i j
ij

L R

A xb C L e x

i p j q

 (18) 

 

0 2

22

( , )Re ( ) ( )2| |
0 0,2 2

( )

( , ) ( , )1 , ( ) ,
2 | | 4 | |

1, , , 1, , .

x i j
ij

L R

A xb C L e x

i q j p

 (19) 
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◀ По аналогии с теоремой 1 подставляем (11), (12) в уравнение  
на собственные значения ( ) ( ) ( )H .j j j  Раскрываем скобки и выделя-

ем члены одного порядка малости 02 Re | | 1/2| |e  в точках  и ,  
переходим к равенствам вида 

 0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 Re | | 0 1, 1 1 0, 2 0,
1 1

( ) ( ) ( ) ( 2 );
p q

j j i i i i

i i
e H f x f L x  

 0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 Re | | 0 1, 1 2 0, 1 0,
1 1

( ) ( ) ( ) ( 2 ).
q p

j j i i i i

i i
e H f x f L x  

Записываем коэффициенты при одинаковых степенях экспоненты в этих 
уравнениях. Учитывая (1), а также раскладывая выражение || x  в ряд 
Тейлора, переходим к (13), (14). Используя условие разрешимости, кото-
рое заключается в ортогональности правых частей каждого уравнения 
своей собственной функции ( )

0, ( ),j x  1, , ,i p  и ( )
0, ( ),j x  1, , ,i q  по-

лучаем матричное уравнение  

 
( ) ( )
1 0 0,j jB E f  

0
,ˆ 0

B
B

B
 1, , ,j t  ,t p q  (20) 

где B  — матрица размером p q  (16); B̂  — матрица размером q p  (17); 
( )
0

jf  — собственный вектор, соответствующий собственным значениям 
( )
1 ( ),j  компонентами которого являются числа ( )

1 ,jf  1, , ,j p  и ( )
2 ,jf  

1, , ;j q  E  — единичная матрица размером .t t  Для нахождения 
( )
1 ( )j  запишем условие разрешимости уравнения (20), а также определи-

тель ( )
1det 0jB E  и приведем его к диагональному виду. Получаем 

равенство 

 
2( ) ( ) ( )

1 1 1
ˆdet det 0,

q pj j tB E E BB  

из которого первые поправки у q p  собственных значений возмущен-
ного лапласиана равны нулю, а первые поправки у оставшихся 2p  соб-
ственных значений вычисляются по формуле (15). Учитывая (1) и струк-
туру каждой матрицы ,B  ˆ,B  получаем (18), (19). ▶ 

Обсуждение полученных результатов. Процесс построения асимпто-
тик собственных значений возмущенного лапласиана в случае произволь-
ной кратности предельного собственного значения является достаточно 
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громоздким и трудоемким. Прежде всего это связано с расщеплением воз-
мущенных собственных значений, которое приводит к возникновению 
многочисленных частных случаев. Рассмотреть каждый случай невозмож-
но. Именно поэтому здесь построены лишь первые поправки собственных 
значений возмущенного лапласиана с самым простым и наиболее типич-
ным видом возмущений — финитными потенциалами. Случай двукрат-
ного собственного значения рассмотрен отдельно специально для того,  
чтобы проиллюстрировать отличие структуры асимптотик собственных 
значений возмущенного лапласиана в настоящей работе от асимптотик, 
построенных в [18, 19]. Кроме того, выделение двукратного предельного 
собственного значения в отдельный случай позволило проследить за со-
хранением симметрии относительно нуля первых поправок собственных 
значений возмущенного лапласиана. В каждом рассмотренном случае 
кратности предельного собственного значения выявлена сложная экспо-
ненциально-степенная структура асимптотик. Этого удалось добиться 
вследствие финитности рассматриваемых потенциалов. 

Заключение. Продемонстрирована симметрия относительно нуля пер-
вых поправок асимптотик собственных значений возмущенного лапласиана 
в обоих случаях (двукратном и в случае произвольной кратности). Интере-
сен тот факт, что первые поправки собственных значений возмущенного 
лапласиана в случае суммарной кратности p q  группируются следующим 
образом. Первые поправки у q p  собственных значений возмущенного 
лапласиана равны нулю. Следовательно, можно полагать, что они симмет-
ричны относительно нуля. У оставшихся 2p  собственных значений возму-
щенного лапласиана первые поправки также симметричны относительно 
нуля — они равны по модулю, но противоположны по знаку. 

Отметим, что до сих пор остается открытым вопрос о структуре пол-
ных асимптотических разложений в случае произвольной кратности пре-
дельного собственного значения с различного рода разбегающимися воз-
мущениями. Можно ли представить асимптотики собственных значений  
и соответствующих им функций в виде равномерно сходящихся рядов?  
Будут ли эти ряды сходиться? Какими методами будут построены асимпто-
тики? Это вопросы, которые требуют дополнительных исследований. 

Отметим ограниченность практического применения рассмотренных 
здесь задач по сравнению с аналогичными постановками ввиду двумер-
ности пространства. Однако эти задачи оставались нерешенными и яв-
ляются основой для аналогичных исследований в многомерных волново-
дах, которые, в свою очередь, активно используются на практике (трубо-
проводы и т. д.). 
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Abstract Keywords 
The Laplacian with a pair of distant perturbations 
is studied in two-dimensional space. Perturbations 
are understood as real finite continuous potentials. 
The discrete spectrum of the perturbed Laplacian 
is studied when the distance between the potentials 
increases. The presence of its eigenvalues and eigen-
functions that correspond to them is considered 
for various cases of multiplicities of the limiting ei-
genvalue. The first case of the considered multiplicity 
is the double limiting eigenvalue. By this we mean the 
simple and isolated Laplacian eigenvalue with the first 
potential, as well as the simple and isolated Laplacian 
eigenvalue with the second potential. The second case 
under consideration is the case of arbitrary multiplici-
ty of the limiting eigenvalue. By this we mean the 
Laplacian eigenvalue with the first potential of arbi-
trary multiplicity and the Laplacian eigenvalue with 
the second potential also of arbitrary multiplicity. 
In both cases under consideration (of multiplicity two 
and arbitrary), the first terms of formal asymptotic 
expansions of the eigenvalues and eigenfunctions 
of the perturbed Laplacian are constructed. A com-
plex exponential-power structure of the constructed 
asymptotic is demonstrated. Also, in both cases under 
consideration, symmetry with respect to zero of the 
first corrections of the asymptotics of the eigenvalues 
of the perturbed Laplacian is shown 

Laplacian, distant perturba-
tions, asymptotic, eigenvalues, 
eigenfunctions 
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