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Аннотация Ключевые слова 
На вещественной оси рассмотрен одномерный диф-
ференциальный оператор второго порядка с перио-
дическими коэффициентами. Возмущение этого 
оператора осуществляется с помощью двух функ-
ций, которые являются вещественными, финит-
ными и непрерывными. Носители возмущающих 
функций расположены на большом расстоянии 
друг от друга. В работе изучено поведение резоль-
венты рассматриваемого оператора при увеличении 
расстояния между носителями этих возмущающих 
функций. Получены первые два члена формального 
асимптотического представления резольвенты воз-
мущенного одномерного периодического диф-
ференциального оператора второго порядка. Выяв-
лена достаточно сложная структура первого члена 
асимптотического представления резольвенты ис-
следуемого дифференциального оператора второго 
порядка с двумя разбегающимися функциями. 
Сложность структуры первого члена асимптотики 
заключается в том, что он состоит из суммы трех 
абсолютно равноправных слагаемых, каждое из ко-
торых локализовано в определенной части веще-
ственной оси. Построены первые два члена фор-
мального асимптотического представления резоль-
венты исследуемого оператора. Метод, с помощью 
которого определены результаты настоящей работы, 
позволяет строить не только первые члены асимп-
тотического представления резольвенты диффе-
ренциального оператора с двумя финитными разбе-
гающимися функциями, но и все последующие 
его члены 
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Введение. Изучению резольвент дифференциальных операторов с раз-
личного рода возмущениями во всевозможных областях посвящено до-
вольно много работ. Перечислять все имеющиеся работы не имеет смысла, 
отметим только некоторые, например, [1–20]. 

Эллиптический самосопряженный оператор второго порядка на графе 
с малыми ребрами, в вершинах которого поставлено граничное условие 
различного вида, рассмотрен в [1–3]. Доказано, что резольвенты рассмат-
риваемого оператора аналитичны [2, 3]. Представление для резольвенты  
в виде сходящего ряда выведено в [1]. Резольвента оператора Шрёдингера 
на простейшем графе с малыми ребрами исследована в [4]. В вершинах 
графа устанавлено граничное условие Дирихле или Неймана. Основной 
результат работы — первые поправки асимптотики резольвенты рассмат-
риваемого оператора и оценка остатка асимптотики. 

Несамосопряженный оператор второго порядка в многомерной обла-
сти с тонким отростком конечной длины рассмотрен в [5]. На границе 
устанавливались граничные условия и Дирихле, и Неймана. Для таких 
операторов доказана резольвентная сходимость к предельным операторам. 
Объектом исследования [6] был эллиптический оператор второго порядка 
с переменными коэффициентами в многомерной области с малым отвер-
стием. Показано, что резольвента этого оператора сходится к резольвенте 
предельного оператора в области без отверстия. 

Линейный самосопряженный дифференциальный оператор эллипти-
ческого типа в некоторой конечномерной области многомерного про-
странства рассмотрен в [7]. Выведена оценка нормы для резольвенты этого 
оператора. 

Эллиптический дифференциальный оператор второго порядка в мно-
гомерном цилиндре с краевым условием Дирихле исследован в [8]. Изуче-
но локальное аналитическое продолжение окаймленной резольвенты опе-
ратора из верхней полуплоскости в нижнюю по спектральному параметру 
в окрестности внутренней точки существенного спектра. Доказано, что 
размер окрестности зависит только от геометрических свойств цилиндра. 
Описано поведение окаймленной резольвенты по спектральному парамет-
ру в окрестности точки существенного спектра. 

Основной объект изучения в [9] — обобщенная резольвента некоторо-
го двухпараметрического пучка самосопряженных операторов в гильбер-
товом пространстве, возмущенная некоторым ограниченным оператором. 
Получена аппроксимация рассматриваемой резольвенты. Семейство пе-
риодических дифференциальных операторов в гильбертовом простран-
стве исследовано в [10], а семейство операторов в гильбертовом простран-
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стве, допускающих факторизацию, — в [11]. Для резольвенты операторов, 
рассматриваемых в [10, 11], получено приближение по операторной норме 
в гильбертовом пространстве. 

Отметим подробнее работы, в которых исследована резольвента 
дифференциальных операторов с разбегающимися возмущениями. 

Оператор Шрёдингера с двумя разбегающимися возмущениями  
в трехмерном пространстве исследован в [12, гл. 8, § 8.6] и [14]. Некоторое 
унитарное преобразование рассматриваемого матричного оператора, зави-
сящее от расстояния между возмущениями, построено в [12, гл. 8, § 8.6]. 
Доказана сходимость резольвенты построенного преобразования. Резоль-
вента возмущенного оператора в [14] построена с использованием некото-
рого унитарного представления группы. Доказана сходимость резольвенты 
возмущенного оператора к резольвенте исходного. Оператор Лапласа, 
возмущенный функциями из класса Рольника, рассмотрен в [13]. Показано 
существование некоторого предельного оператора и доказана равномер-
ная сходимость к нулю разности резольвент возмущенного и предельного 
операторов в норме Гильберта — Шмидта. 

Объект исследования [15, 16] — дифференциальный оператор высо-
кого порядка, который рассматривался в многомерном пространстве. 
Возмущениями являлись произвольные операторы. Построена формула 
для резольвенты возмущенного оператора. Доказана равномерная ре-
зольвентная сходимость. Обобщением работ [15, 16] стала [17], где полу-
чены результаты, аналогичные результатам работ [15, 16], но не для диф-
ференциального оператора, а для произвольного периодического. 

В настоящей работе на вещественной оси рассмотрен одномерный пе-
риодический дифференциальный оператор второго порядка с двумя разбе-
гающимися возмущениями. Возмущения описываются некоторыми фи-
нитными непрерывными функциями. Объект исследования — резольвента 
рассматриваемого периодического оператора. Здесь построены первые два 
члена асимптотического представления резольвенты одномерного перио-
дического дифференциального оператора второго порядка с двумя разбе-
гающимися возмущениями. Методика, с использованием которой получе-
ны основные результаты работы, впервые описана в [15–17]. Эта методика 
позволила продемонстрировать интересную структуру первого члена 
асимптотического представления резольвенты исследуемого оператора. 
Как уже было отмечено, особенность структуры асимптотики заключается 
в том, что первый член асимптотического представления состоит из суммы 
трех абсолютно равноправных слагаемых, каждое из которых локализовано 
в определенной части вещественной оси. 
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Постановка задачи. Пусть 1( ) ( ),p х C R  ( ) ( )q х C R  — периодические 
функции с периодом ;   — большой положительный параметр; I  — 
тождественный оператор. Определим невозмущенный оператор 0,H  дей-
ствующий из пространства 2

2 ( )W R  в пространство 2( )L R  следующим об-
разом: 

 
0 ( ) : ( ) ( ) ( ).d dH u x p x q x u x

dx dx  
В качестве возмущающих функций рассмотрим непрерывные финитные 
функции ( ).L х  Сконструируем возмущенный оператор H  и еще два 
вспомогательных оператора ,H  действующих из пространства 2

2 ( )W R   
в пространство 2( ) :L R  

 
( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );d dH u x p x q x u x L x L x u x

dx dx   

 
( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).d dH u x p x q x u x L x u x

dx dx   
Поскольку невозмущенный оператор 0H  является самосопряженным, 
а возмущающие функции ( )L х  финитны и непрерывны, по теореме  
Като — Реллиха [14, гл. 10, § 10.2] возмущенные операторы H  и H  
также являются самосопряженными. Следовательно, спектры этих опе-
раторов представляют собой подмножества вещественной оси [15, гл. V, 
§ 3.5]. Это означает, что для всех \С R существуют резольвенты 

1( ) ,H I  1( ) .H I  
Отметим, что функцию 1( )u H I f  можно эквивалентно ввести 

как решение уравнения 

 ( ) ,H u f  (1) 

где \ ;С R  2( ).f L R  
Цель работы — построить первые члены формального асимптотиче-

ского представления решения уравнения (1). Напомним, что под фор-
мальным асимптотическим представлением функции будем понимать 
стандартное определение асимптотического представления функции, 
например, [16, гл. 1, § 1.2, определение 2.2], но без оценки погрешности 
остатка или, другими словами, без обоснования. Для рассматриваемой 
задачи первые два члена формального асимптотического представления 
решения уравнения (1) для 2( )f L R  при  имеют вид: 
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 0 1 21 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,u х u х u х u х u х u х   (2) 

где 0 ,u  1u  2
2 ( )W R  — функции, которые необходимо найти. 

Формулирование основного результата. Теорема. При всех \С R  
первые два члена формального асимптотического представления реше-
ния уравнения (1) для 2( )f L R  при  представимы в виде 

 
1 1

0 0
1

0

( , ) ( ) ( )

( )

u x Н I f x H I L u x

H I L u x
  

 1 1
0( 3 )H I L H I L u x   

 
1 1

0( 3 )H I L H I L u x  (3) 

Доказательство основного результата. Прежде чем доказать теорему, 
поясним смысл полученного результата, т. е. ответим на вопрос: как пони-
мать убывание на бесконечности построенного решения? Для этого рас-
смотрим более простой случай. Пусть функция f  финитна и suppf  

[ , ].a b  Предположим, что носители функций L  лежат внутри отрезка 
[ , ].a b  В этом случае для 0u  верны формулы 

 ( )0 0( ) ( ) ,x au x u a e  ,x a  ( )0 0( ) ( ) ,x bu x u b e  .x b  (4) 

Подставляя (2) в (1), раскрывая скобки и учитывая поведение на беско-
нечности функции 0( ),u x  получаем, что функции 1 ( , )u x  на бесконеч-
ности имеют вид: 

 1
01 1( , ) ( ) ( ),u x H I L u x e u x  (5) 

где  

 
1 ( )01

1 ( )1 0

( ) ( ) ;

( ) ( ) .

x b

x a

u x u b H I L e

u x u a H I L e
 

Другими словами, функции 1u  экспоненциально убывают на бесконеч-
ности с ростом параметра .  Для определения поведения на бесконечно-
сти функций 2u  вновь используем формулы (5), которые описывают  
поведение функций 1u  на бесконечности. Получаем, что для функций  

2u  справедливы соотношения: 3
2 2( , ) ( ).u x e u x  Здесь 2 ( )u x
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1
1( ) ( ) .H I L x u x  Эти формулы показывают, что функции 2u  

экспоненциально убывают на бесконечности с увеличением параметра  
быстрее, чем функции 1 .u  Таким образом, аналогом основного результа-
та для случая финитной функции f  является асимптотическое представ-
ление решения уравнения (1) в виде: 

 3
0 1 2( , ) ( ) ( ) ( )u x u x e u x e u x  

Пусть в правой части уравнения (1) будет расположена произвольная 
функция 2( ).f L R  В этом случае первым членом формального асимпто-
тического представления решения уравнения (1) следует считать сумму 
трех слагаемых вида 

 0 11( , ) ( ) ( ) ( ) ,u х u х u х u х  

где 0 ,u  1u  2
2 ( )W R  — некоторые функции. В этом легко убедиться, если 

правую часть уравнения (1) представить в виде суммы трех слагаемых 
0 ( ) ( ),f f f х f х  каждое из которых является правой  

частью соответствующего уравнения 0 0 0( ) ,H u f  1( ) ( )H u х  
( ).f х   Подставим представление для f  в виде суммы в выражение 

для 0u  и выполним необходимую замену переменной. В результате полу-
чим, что функции 0( )u x  могут и не убывать экспоненциально по .  
Поэтому функции 1u  не обязательно малы по сравнению с 0u  в случае 
функции f  общего вида и сумму функций 0 11 ( ) ( )u u х u х  следу-
ет рассматривать в качестве первого члена асимптотики (2). 

Перейдем к доказательству теоремы. Для нахождения первых членов 
асимптотического разложения решения уравнения (1) подставим (2) в (1) 
и раскроем скобки. В результате запишем уравнение 

 0 0( ) ( ) ( ) ( )d dp х q х u L х L х u
dx dx

  

 1( ) ( ) ( ) ( )d dp х q х L х u х
dx dx

 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dL х u х p х q х L х u х
dx dx

 

 1( ) ( ) .L х u х f  (6) 
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Обозначим 

 
01

11

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

h х L х u
d dp х q х L х u х L х u х

dx dx
 

 1 0 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

d dh х L х u p х q х L х u х
dx dx
L х u х

 

С учетом новых обозначений уравнение (6) примет вид 

 1 01 ( ) ( ) ( ) ( ) .d dh x h x p x q x u f
dx dx

 (7) 

Введенные функции 1 ( ),h x  1 ( )h x  являются финитными и зависят  
от параметра .  Это означает, что уравнение (6) выполнено только тогда, 
когда 

 0( ) ( ) ( ).d dp x q x u f x
dx dx

 (8) 

Как уже было отмечено, резольвента оператора 10( )H  существу-
ет, т. е. функцию 0u  можно определить из уравнения (8) следующим об-
разом: 

 1
0 0 .u H I f  (9) 

Используя то, что функции 1 ( ),h x  1 ( )h x  финитны, а функции ( ),p x  
( )q x  периодические, с учетом (7), (8) приходим к равенствам: 

    
0 11

0 1 1

( ) ( ) ( ) ( 2 ) 0;

( ) ( ) ( ) ( 2 ) 0.

d dL u x p x q x L u L u x
dx dx
d dL u x p x q x L u L u x

dx dx

  (10) 

Аналогично лемме 5 из [12] легко показать, что выражения вида 
1 ( 2 ),L u x  1 ( 2 )L u x  убывают быстрее, чем 0( ),L u x  0( ).L u x  

Это означает, что в (10) слагаемые 1 ( 2 ),L u x  1 ( 2 )L u x  можно не 
учитывать. В связи с этим уравнения (10) будут иметь вид 

 0 1( ) ( ) ( ) 0;d dL u x p x q x L u
dx dx   

(11) 
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 0 1( ) ( ) ( ) 0.d dL u x p x q x L u
dx dx

 (11) 

В силу того, что резольвента 1( )H  существует, функции 1u  
находим из уравнений (11). Приходим к выводу, что они имеют следую-
щий вид: 

 1 01 ( ) ( ) .u H L u x  (12) 

Формулы (12) совпадают со вторым и третьим слагаемым в асимптотиче-
ском представлении резольвенты возмущенного оператора (3). Следую-
щие члены асимптотики решения уравнения (1) ищем аналогично. Пред-
ставим функцию ( , )u х  в виде 

 0 1 21 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x u x u x u x u x u x  (13) 

Здесь 0,u  
2

1 2 ( )u W R  — найденные функции; 2
2 2 ( )u W R  — неизвестные 

функции, которые предстоит найти. Для их определения вновь подста-
вим функцию ( , )u x  (13) в уравнение (1) и раскроем скобки. В результа-
те получим уравнение вида 

 0 0( ) ( ) ( ) ( )d dp x q x u L x L x u
dx dx

  

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dp x q x L u x L x u x
dx dx

 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dp x q x L u x L x u x
dx dx

 

2( ) ( ) ( )d dp x q x L u x
dx dx

22( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dL x u x p x q x L u x
dx dx

  

 2( ) ( ) .L x u x f   (14) 

Перепишем уравнение (14) с учетом равенств (9), (11): 

 2 1( ) ( ) ( 2 ) 0.d dp x q x L u L u x
dx dx

 (15) 

После умножения функций 211 2, ( )u u W R  на финитные L  резуль-
тат умножения будет принадлежать пространству 2( ).L R  Это означает, 
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что можно применить резольвенты 1( ) ,H I  1( )H I  к уравнени-
ям в равенствах (15). Получаем, что функции 222 2, ( )u u W R  имеют сле-
дующий вид:  

 1
12 ( , ) ( 2 , ) .u x H I L u x  

Подставляем в последние равенства найденные функции 1u  из формул (12) 
и определяем: 

 1 1 02 ( , ) ( ) ( 3 ) .u x H I L H L u x  

Последние формулы свидетельствуют о том, что цель работы достигнута. 
Построены первые два члена асимптотического представления резоль-
венты одномерного периодического дифференциального оператора вто-
рого порядка с двумя разбегающимися возмущениями на оси. 

Обсуждение полученных результатов. Несмотря на достаточно ши-
рокий класс операторов, резольвенты которых были исследованы, вопрос 
о резольвенте оператора, рассматриваемого в настоящей работе, до сих 
пор оставался открытым. Интересным результатом является сложная 
структура первого члена асимптотического представления резольвенты. 
Он состоит из трех абсолютно равноправных слагаемых, каждое из кото-
рых локализовано в определенной части вещественной оси. В работе по-
строен не только первый член асимптотического представления, но и вто-
рой. Это сделано для того, чтобы можно было показать последующую 
структуру асимптотики. Построена также экспоненциально убывающая 
асимптотика резольвенты возмущенного оператора в случае не только фи-
нитности возмущающих функций, но и финитности правой части уравне-
ния — функции  f. 

Заключение. Задачу отыскания резольвенты можно рассматривать как 
задачу отыскания решения определенного дифференциального уравнения. 
Другими словами, можно утверждать, что поиск резольвенты дифферен-
циального оператора — это фактически поиск обратного оператора. Зада-
чи отыскания резольвенты дифференциального оператора имеют широкое 
применение, например, при восстановлении сигнала в оптоволоконных 
сетях, в нанотехнологиях, нейросетях, медицине при восстановлении 
изображения (рентгеновские снимки и др.). Практическое применение 
рассмотренной задачи довольно ограничено в связи с одномерностью про-
странства, поэтому такая задача до сих пор оставалась нерешенной. Одна-
ко эта задача является основой для аналогичных исследований в много-
мерных пространствах и различных областях (например, нанотехнологии). 
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Abstract Keywords 
The paper considers a one-dimensional second-order 
differential operator with periodic coefficients on the 
real axis. This operator is perturbed using two func-
tions that are real, finite and continuous. The dis-
turbation function carriers are positioned at a large 
distance from each other. This work studies behavior 
of the considered operator resolvent exposed to the 
increasing distance between these perturbation func-
tion carriers. First two terms are obtained of the for-
mal asymptotic representation of the resolvent of a 
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perturbed one-dimensional periodic second-order 
differential operator. A rather complex structure of 
the first term of the asymptotic representation of the 
resolvent of the second-order differential operator 
under study with two diverging functions is revealed. 
Structure complexity of the asymptotics first term lies 
in the fact that it consists of the sum of three absolute-
ly equal terms, each of them is localized in a certain 
section of the real axis. The first two terms of the 
formal asymptotic representation of the resolvent 
of the operator under study are constructed. The 
method used to determine results of this work makes 
it possible to construct not only the first terms of the 
asymptotic representation of the resolvent of a differ-
ential operator with two compactly diverging func-
tions, but also all its subsequent terms
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