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Аннотация Ключевые слова 
При испытаниях технических систем часто возника-
ет задача сравнения показателей надежности их 
элементов в различных режимах (эксплуатация 
в различных климатических поясах, сравнение ре-
зультатов лабораторных испытаний и реальных 
данных эксплуатации и др.). При этом законы рас-
пределения наработок до отказа элементов неиз-
вестны. Дополнительные трудности в решении этой 
задачи вызывает характер имеющихся данных — 
в последовательных системах отказ одного элемента 
приводит к тому, что наработки до отказа остав-
шихся годными элементов остаются неизвестными 
(цензурируются). В связи с этим актуальным явля-
ется решение такой задачи непараметрическими 
(свободными от знания распределения) методами. 
Ранее авторами был разработан критерий типа 
Колмогорова — Смирнова, позволяющий прове-
рять степенную зависимость функций надежности 
элементов последовательных систем (непараметри-
ческая степенная модель Кокса). В статистике этого 
критерия использовались оценки Каплана — Мейе-
ра функций надежности элементов, построенные по 
наработкам составленных из них систем. Однако 
особенностью оценок Каплана — Мейера является 
медленная сходимость к теоретической функции 
надежности на правом хвосте распределения, что 
может приводить к уменьшению мощности (сниже-
нию чувствительности) этого критерия. Здесь для 
решения аналогичной задачи предложен другой 
критерий типа Колмогорова — Смирнова, в стати-
стике которого не используются оценки Каплана — 
Мейера и который основан на сравнении оценок 
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функций надежности систем. Получены точное 
и асимптотическое распределения его статистики. 
Проведено подробное исследование мощности двух 
критериев методами численного анализа и стати-
стического моделирования. Методами Монте-Карло 
исследована точность оценок параметра Кокса, 
полученных минимизацией статистик сравнивае-
мых критериев 
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Введение. Задача проверки гипотезы о пропорциональности интенсивно-
сти отказов составляющих систем элементов для различных режимов [1, 2] 
часто возникает при испытаниях сложных технических систем. Эта задача 
эквивалентна проверке гипотезы  

 0 1 2: ,kH P t P t   (1) 

где 1 ,P t  2P t  — функции надежности элементов систем, работающих 

в режимах 1  и 2 .  Степенная модель 1 2
kP t P t  [3], используемая 

в гипотезе (1), впервые была предложена Д. Коксом. Она эквивалентна 
пропорциональности интенсивностей отказов элементов систем, рабо-
тающих в режимах 1  и 2 :  1 2 ,t k t  где 1k  — некоторый за-
данный параметр [4, 5]. 

Использовать критерий типа Колмогорова — Смирнова [6] предложе-
но в [7] для проверки (1) по двум прогрессивно цензурированным выбор-
кам, составленным из отказов элементов систем. Необходимым условием 
проверки гипотезы является применение оценок функций надежности 
элементов Каплана — Мейера, построенным по наработкам до отказа  
систем, составленных из элементов [8, 9]. В настоящей работе для про-
верки (1) предложено рассматривать системы как «черный ящик», что поз-
воляет не использовать оценки функций надежности элементов. Разрабо-
тан критерий проверки (1), основанный на использовании только эмпири-
ческих функций надежности систем. Получены точные и асимптотические 
распределения статистики этого критерия и проведено сравнение мощно-
стей этих критериев. 

Постановка задачи. Пусть имеются две цензурированные выборки 
[10–12]: первая выборка состоит из 1n  наработок систем, структурно со-
стоящих из 1m  последовательных элементов, вторая — из 2n  наработок 
систем из 2m  аналогичных, последовательно соединенных элементов. 
Под наработкой системы понимается минимальная наработка до отказа 
одного из элементов, из которых состоит система. 
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Для оценки функций надежности 1 ,P t  2P t  по прогрессивно цен-
зурированным выборкам предложено использовать оценки Каплана — 
Мейера: 
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Здесь 1 2,d t d t  — число элементов выборок 1  и 2 ,  меньших .t  
Статистика критерия, введенного в [6], позволяющего проверить ги-

потезу (1) в виде, более удобном для применения: 
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Если рассмотреть выборки из отказов систем 1  и 2  как полные 
независимые, то их функции распределения можно оценить обычными 
эмпирическими функциями распределения 1 2  ,ˆ ˆ ,F F  равными отношению 
числа отказов систем 1 2,d t d t  к числу систем 1 2, .n n  

Рассмотрим системы как «черные ящики», т. е. по результатам испы-
таний наблюдаются только наработки до отказа систем 11

1 1, , ,n

21
2 2, , n  в режимах 1  и 2.  В таком случае интенсивности отказов 

систем 1
s t связаны с интенсивностями отказов элементов 1 t  со-
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отношением 1 11 .s t m t  Следовательно, функция надежности си-

стем 1
sP t  и функция надежности составляющих ее элементов 1P t  

связаны соотношением 1
11 ,msP t P t  где 1m  — кратность систем. 

Аналогичные соотношения можно записать для режима 2 :  2
sP t  

2
2 .mP t   Тогда задача проверки гипотезы (1) сводится к задаче про-

верки гипотезы 

 1
0 1 2

2
: , .

qs s kmH P t P t q
m

  (3) 

Индекс s  в (3) указывает на то, что эта функция есть функция надежно-
сти систем, а не элементов, как было в (1). 

Для проверки степенной гипотезы (3) предлагается использовать 
критерий типа Колмогорова — Смирнова, в котором вместо оценок 
функций надежности наработок до отказа элементов Каплана — Мейера 
используют оценки функций надежности наработок до отказа систем 

1 2,  ,s sP t P t  построенные по их полным выборкам [1]. Статистика 
критерия: 
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Отличие статистик (2) и (4) заключается в замене оценок Каплана — 
Мейера 1 2,  ˆ  P̂ t P t  функций надежности элементов оценками функ-

ции надежности систем 1 2,   ,s sP t P t  что влечет за собой замену степе-
ни k  степенью 1 2/ .q km m  

Точные распределения. Точные распределения статистики (4) sT  
могут быть вычислены с использованием модели случайного блужда- 
ния [6, 13]. Введем массив ячеек случайного блуждания частицы 

,ijA a  1 20, , 0, .i n j n Частица выходит из ячейки (0, 0) и заканчи-
вает блуждание в ячейке 1 2,  ,n n  перемещаясь вниз или вправо. Введем 

вектор ,Z  составленный из 1n  единиц и 2n  нулей. Для этого примем 
1,iz  если происходит отказ системы, работающей в режиме 1,   

и 0,iz  если происходит отказ системы, работающей в режиме 2 .   
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Все допустимые траектории частицы случайного блуждания обладают 
взаимно однозначным соответствием со всеми допустимыми векто- 
рами .Z  

Обозначим  
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т. е.   max ( ).sT Q t  При прохождении блуждания через ячейку ija  функция 

( ),Q t  соответствующая статистике (4), принимает значение ,sijt  равное 
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Общий метод вычисления точных распределений статистик типа 
Колмогорова — Смирнова, построенный на основе представленной мо-
дели случайного блуждания, предложен в [6]. На его основе можно полу-
чить утверждение следующей леммы. 

Лемма 1. Вероятность sP T h  равна величине 1 2, ,n n h  кото-
рая получается применением рекуррентного соотношения 
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Здесь 
1, ,
0, .

sij
ij sij

t h
h

t h
 

Точные вероятности, которые позволяют сравнить скорость сходи-
мости точных распределений T  и sT  к асимптотическим [14, 15] для 

1 22,   3,   3,m m k  приведены в табл. 1. По этой причине выбраны ар-
гументы 1,22, 1,36, которые являются квантилями предельного распреде-
ления Колмогорова — Смирнова уровней 0,9 и 0,95 соответственно [15]. 

  Таблица 1 

Точные распределения статистик T  и sT  

1 2n n  ( 1,22)sP T  ( 1,22)P T  ( 1,36)sP T  ( 1,36)P T  
10 0,9468 0,9015 0,9803 0,9052 
50 0,9196 0,9047 0,9620 0,9517 

100 0,9141 0,9060 0,9579 0,9543 
300 0,9074 0,9057 0,9558 0,9545 
500 0,9057 0,9042 0,9546 0,9538 
700 0,9039 0,9036 0,9536 0,9533 
900 0,9034 0,9030 0,9535 0,9531 

1100 0,9029 0,9025 0,9531 0,9529 
1300 0,9025 0,9022 0,9529 0,9527 
1500 0,9022 0,9020 0,9528 0,9526 

 
Представляет интерес определение мощности предложенных крите-

риев для альтернативных гипотез [16]. Очевидно, что мощности можно 
точно рассчитать в случае альтернатив вида 1 1 2: ,kH P t P t  

1,k  0,  где  — параметр, определяющий разность проверяемого 
значения k  и альтернативного значения 1 .k k  В приведенных ниже 
расчетах использовано 0,5.  

В этом случае точные вероятности для статистик (2) и (4) рассчиты-
ваются по формулам (5), но с заменой k  на k  за исключением опреде-
ления  
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sij
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t h
h
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Критерий будет тем мощнее, чем меньше будут получаемые вероят-
ности. Результаты расчета вероятностей ошибок второго рода при 1 2,m  

2 3,   0,5,  1,22 m h  для равных объемов выборок приведены в табл. 2. 
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Сравнение мощностей рассматриваемых критериев типа Колмогорова — 
Смирнова при 1 2,m  2 3,   2, 0,5,   1,22 m k h  для равных объемов 
выборок представлено на рис. 1. 

Таблица 2 

Вероятности ошибок второго рода для критериев  
типа Колмогорова — Смирнова 

1 2n n  k = 2 k = 2,5 k = 3 
( )sP T h  ( )P T h  ( )sP T h  ( )P T h  ( )sP T h  ( )P T h  

10 0,939369 0,860857 0,95907 0,792251 0,964026 0,851601 
20 0,891687 0,859161 0,929755 0,819301 0,937275 0,830096 
30 0,87261 0,803194 0,893098 0,798719 0,91967 0,793967 
40 0,824589 0,794633 0,882784 0,795422 0,907695 0,81493 
50 0,817511 0,766495 0,866698 0,789251 0,899371 0,798283 

500 0,127392 0,115071 0,285659 0,246961 0,435448 0,373325 
1000 0,008636 0,007412 0,057954 0,047911 0,157294 0,129244 

 

Рис. 1. Сравнение мощностей крите- 
риев типа Колмогорова — Смирнова  

sT ( ) и T ( ) при k = 2 
 
Асимптотическое распределение. 

Вид статистик T  и sT  обусловлен тем, 
что их асимптотические распределения 
совпадают с классическим распределе-
нием Колмогорова — Смирнова. 

Примем 1 1 ,sP t t  2
sP t  

1/1 , 0 1.qt t  Введем процесс 1 1 1 1 .sX t n P t t  Дока-

зано, что распределение процесса 1X t  слабо сходится к распределению 
броуновского моста W t  [17]. 

Аналогично введем вспомогательный случайный процесс 

2
/

2
1

2 1 , 0 1.qsX t n P t t t  

Лемма 2. Пусть 0 1,s t  тогда в асимптотике функция ковариа-
ции процесса 2X t  имеет вид 
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2 2 2

1 1
2 2

/ / ., 1 1 1q q

n
K s t EX s X t EX s EX t s t

 



В.И. Тимонин, Н.Д. Тянникова 

64  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2024. № 2 

Для получения асимптотической функции ковариации процесса 

2 2 2 1 , 0 1,qsX t n P t t t  используем утверждение, ранее 

доказанное авторами [6]. 
Утверждение. Пусть последовательность 

 1/1 / 1 ,
kk

nh x n t x n t   

 1 1/1 ,  0,1 ,kh x k t x x D  0,1D   

— пространство функций без разрывов второго рода на [0,1].  Тогда 
nh x  сходится в метрике Скорохода [18] к h x  равномерно на ограни-

ченных множествах из 0,1 .D  
Очевидно, что асимптотически 2 2 .X t h X t  Применив это 

утверждение к случайному процессу 2 ,X t  получим, что асимптотиче-
ская функция ковариаций рассматриваемого процесса имеет вид: 
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Распределение статистики (4) в асимптотике совпадает с распределе-
нием максимума модуля случайного процесса  
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Обозначим функцию ковариаций этого процесса как , .nK s t  
Лемма 3. Пусть 0 1,s t  тогда 
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Обозначим 
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При стандартных ограничениях 0 1s t  процесс nY t  сходится  
к гауссову процессу Y t  [17] с параметрами 

 

1/2

2 1/ 1

1/ 1 1/
2 1

1/ 1

1 110, 1
1 1

1 1
1 , 0 1.

1

q

q

q q

q

q s
E Y t E Y s Y t t s

q s

a s a s
t s t

s

 

Введем преобразование 
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    0,1 0,1 .  

Ввиду того что производная этого преобразования неотрицательна, 
существует обратное преобразование .t  

Лемма 4. Процесс  
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является броуновским мостом. 
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Лемма 5. 

  
1 2

1 2sup 1 0 1, sup 1 0 1.
q

s s
n nt t

P P t t P P t t  

◀ В силу теоремы Гливенко и равномерной непрерывности на [0, 1] 
степенных функций с положительным показателем степени утвержде-
ние леммы выполняется. 

В результате получаем, что асимптотическим распределением пред-
ложенной статистики (4) является распределение максимума моду- 
ля броуновского моста, которое является распределением Колмого- 
рова [15]. ▶ 

Оценка параметра модели Кокса — Лемана. На практике значение ко-
эффициента k чаще всего неизвестно. Его оценка проводится максимизаци-
ей по k частной функции правдоподобия по полученным выборкам [19] или 
минимизацией по k «расстояния» между эмпирическими функциями 

надежности 1 ,sP t  2 .
q

sP t  Последний метод оценки носит название 

минимаксного. В качестве «расстояния» между 1 ,sP t  2
q

sP t  удобно 

брать статистику (4). В силу того, что цензурированные данные имеют 
сложную структуру анализ статистических свойств оценок (среднее значе-
ние, дисперсия) как первым, так и вторым методами проводят методом 

Монте-Карло [20]. Отсюда следует, что в качестве оценки sk  необходимо 

использовать значение 2 1ˆ / ,sk m q m  где q̂  доставляет минимум статистике 
типа Колмогорова — Смирнова (4), т. е. arg min ,ˆ sq T q  1 2/ ,q m k m   
где ,  1 ,k k K  K  — некоторое граничное значение (для расчетов 5).K  

В целях сравнения свойств оценок k  (минимаксная оценка k  на ос-

нове (2)) и sk  (минимаксная оценка k  на основе (4)) моделирование 
проводилось следующим образом. 

1. Моделируется выборка из экспоненциального распределения с па-
раметром 0,001, состоящая из одинаково распределенных случайных ве-
личин 

1 1
1 1
1, , .m n  

2. Элементы выборки  случайным образом разбиваются на 1n  групп 
по 1m  элементов в каждой группе. Определяются минимумы наработок 
до отказа в каждой группе 

1
1, 1,

11 1min , , .,   1, i ii
m i n  



Анализ мощности двух критериев типа Колмогорова — Смирнова… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2024. № 2  67 

3. Задается некоторое значение параметра Кокса — Лемана .k   
Для второго режима работы аналогично моделируются 2 2  m n  одинаково 
распределенных случайных величин с функцией распределения 

1/
0 ,1 1

kkF t  где 0F t  — функция распределения экспоненци-

ального распределения из п. 1. Как и в п. 2, для второго режима работы 
находятся минимумы наработок до отказа в каждой группе 2

j

2
2, 2,

21min , , ,   1,  .j j
m j n  

4. По двум выборкам из минимумов наработок до отказа в получен-
ных группах в двух режимах работы 1 21 11 21 1 2 2, , , , ,n n  

соответственно для переменного значения k  вычисляется значение ста-
тистики типа Колмогорова — Смирнова T k  (2), где в качестве пара-

метра Кокса — Лемана использовано моделируемое значение .k  
5. Аналогично работе [6] методом перебора , 1 ,k k K  определя- 

ется оценка ˆ,k  минимизирующая значение статистики ,T k  k̂  

arg min .T k   
6. Предполагается, что не наблюдаются отказы элементов, а наблю-

даются только отказы систем. Для некоторого значения , 1 ,k k K  вы-

числяется 1 2/ .q m k m  По двум полным выборкам 111 1 1, , ,n  
212 2 2, , n  определяется значение статистики типа Колмого- 

рова — Смирнова .sT q  
7. Методом перебора q  определяется оценка ˆ,q  минимизирующая 

значение статистики ,sT q  arg mi . ˆ n sq T q  Вычисляется соответ-

ствующее значение оценки параметра Кокса — Лемана 2 1ˆ / .sk m q m  
Алгоритм моделирования повторяется 500 раз и по полученным дан-

ным строятся гистограммы оценок параметра Кокса — Лемана ˆ,k  .sk  
В качестве примера на рис. 2 показаны результаты моделирования оце-

нок при значениях 1 2 1 22,   3, 3,   100,   200.m m k n n  Приведены ги-
стограммы оценок и значения средних и среднеквадратических отклоне-

ний выборок 3,0642, 0,4834,ˆMk  3,0704, 0,4527.s sMk  На основе 
этих результатов можно сделать выводы, что распределения обеих оценок 
можно полагать приближенно нормальным; средние значения практически 
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Рис. 2. Гистограммы оценок ˆ,k  sk  при 1 2 1 22,   3, 3,   100,   200m m k n n  

для arg mink̂ T k  (а) и 2 1ˆ ˆ/ ,  arg mins sk m q m q T q  (б) 

одинаковыми, а среднеквадратическое отклонение оценки sk  несколько 
меньшим, хотя и статистически незначимым. 

Сравнение результатов моделирования при различных наборах па-
раметров 1 2 1 2, , , ,m m k n n  показало, что статистические свойства оценок 
параметра модели Кокса — Лемана зависят от их значений. В общем слу-

чае нельзя отдать предпочтение одной из оценок k̂  или .sk  
Заключение. Проведено сравнение двух разработанных авторами 

критериев типа Колмогорова — Смирнова для непараметрической про-
верки моделей Кокса — Лемана. Ранее в [10] непараметрическая провер-
ка этих моделей не рассматривалась, поэтому какие-либо результаты  
в этой области отсутствуют. 

Задача решена в терминах теории испытаний сложных технических 
систем. Показано, что применение обычной оценки функции надежности 
систем вместо оценок функции надежности элементов Каплана — Мейе-
ра не приводит к существенному ухудшению скорости сходимости рас-
пределения к предельному. При этом преимуществом новой статистики 
является увеличение скорости вычисления точных вероятностей. 

Исследование мощности обоих критериев при проверке гипотезы (1) 
против альтернатив (6) показало, что, как и для обычных критериев од-
нородности Колмогорова — Смирнова, значимое уменьшение вероятно-
сти ошибок второго рода при одинаковых объемах выборок наблюдается 
начиная с 1 2 40.n n  При этом с увеличением ,k  т. е. при возрастании 
нелинейности гипотез, вероятность ошибки второго рода увеличивается. 
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При заданных значениях параметров 1 22,   3m m  для статистики с ис-
пользованием оценок Каплана — Мейера вероятность ошибки второго 
рода меньше, т. е. чувствительность критерия, использующего данные  
о структуре систем, оказывается выше. 

Наряду со сравнением мощности двух критериев методом Монте-
Карло исследование тесно связано с задачей проблемы точности мини-
максных оценок параметра модели Кокса — Лемана. Показано, что их 
точность зависит от параметров испытаний 1 2 1 2,   ,   .,  m m n n  
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POWER ANALYSIS OF TWO KOLMOGOROV — SMIRNOV  
TYPE CRITERIA IN TESTING THE COX POWER MODEL  
FOR THE PROGRESSIVELY CENSORED SAMPLES 

V.I. Timonin timonin@bmstu.ru 
N.D. Tiannikova tiannikova@bmstu.ru 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russian Federation 

Abstract Keywords 
Testing a technical system often leads to a problem 
of comparing reliability indicators of their elements 
in different modes (operation in different climatic zones, 
comparing results of laboratory tests and real operation 
data, etc.). At the same time, laws of the element time 
to failure distribution are unknown. Nature of the avail-
able data causes additional difficulties in solving this 
problem, i.e. a failure of one element in a sequential 
system leads to the fact that time to failure of the re-
maining usable elements remains unknown (censored). 
In this regard, it becomes relevant to solve such a prob-
lem using the nonparametric (free from knowing dist-
ribution) methods. Previously, the authors developed 
a Kolmogorov — Smirnov type criterion making 
it possible to check power dependence of the reliability 
functions with elements of the sequential systems (non-
parametric Cox power model). Statistics of this criterion 
uses the Kaplan — Meier estimates of the elements 
reliability functions constructed from developments 
in systems composed of them. However, a feature of the 
Kaplan — Meier estimates is their slow convergence 
to the theoretical reliability function on the distribution 
right tail, which could lead to a decrease in the criterion 
power (decrease in sensitivity). Here, another criterion 
of the Kolmogorov — Smirnov type is proposed to solve 
a similar problem, its statistics is not using the Kaplan — 
Meier estimates and is based on comparing estimates 
of the system reliability functions. Exact and asymptotic 
distributions of its statistics are obtained. Detailed study 
of the two criteria power is carried out using numerical 
analysis and statistical simulation. The Cox parameter 
estimates accuracy is obtained by minimizing the com-
pared criteria statistics and is analyzed using the Monte 
Carlo methods 

Kolmogorov — Smirnov 
criterion, Cox model,  
Kaplan — Meier estimate, 
criterion power, sequential 
systems, censoring 
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