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Аннотация Ключевые слова 
Математические модели высоких порядков и их 
теоретические свойства являются предметом ак-
тивных исследований на протяжении последних 
десятилетий. Они играют важную роль в решении 
экономических и финансовых, инженерных и ме-
дицинских задач. Один из наиболее распростра-
ненных примеров — обобщенная экспоненциаль-
ная авторегрессионная модель Озаки. Вычислена 
асимптотическая ковариационная матрица обоб-
щенной модели Озаки для оценки методом наи-
меньших квадратов путем ее разложения в ряд 
Тейлора. Проведено сравнение скорости стремле-
ния отдельных реализаций модели к ее асимптоти-
ческому поведению для нескольких распределений 
обновляющего процесса: нормального (гауссова), 
загрязненного нормального с различными ком-
бинациями параметров частоты и величины за-
грязнения, Стьюдента, Лапласа и логистического. 
Научная новизна работы заключается в непосред-
ственном нахождении асимптотической ковариа-
ционной матрицы обобщенной модели Озаки, 
практическая — в возможности использования 
табличных результатов сравнения ее реализаций 
для принятия решения об использовании модели 
Озаки или какой-либо другой модели в инженер-
ных расчетах 

Обобщенная экспоненци-
альная авторегрессионная  
модель, метод наименьших 
квадратов, асимптотическая 
ковариационная матрица, 
разложение в ряд Тейлора 
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Введение. Активное развитие и удешевление современных аппаратных вы-
числительных систем стимулируют усложнение методов математического 
моделирования и увеличение числа их свободных параметров. Следствием 
этого стало улучшение качества предсказаний последних. В настоящее вре-
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мя модели высоких порядков используют наравне с нейронными сетями  
и другими методами машинного обучения в перспективных направлениях 
науки и инженерии: алгоритмической торговле на биржах [1, 2] и биоин-
форматике [3], при оценивании страховых рисков [4] и проверке сейсмо-
устойчивости архитектурных проектов [5]. Одной из таких моделей явля-
ется обобщенная экспоненциальная авторегрессионная модель Озаки [6]  
и ее различные модификации [7–9]. 

Несмотря на вновь возросшую популярность классических математи-
ческих моделей высоких порядков, они все еще остаются малоизучены. 
Это обусловлено тем, что зачастую с их помощью решают конкретные 
прикладные задачи, упуская из виду их теоретические свойства. Однако 
ценность таких свойств весьма высока: они упрощают исследователю  
выбор конкретной модели и позволяют избегать лишних компьютерных 
вычислений. К подобным свойствам относят условия стационарности  
и эргодичности модели, асимптотическое поведение ее оценок и т. д. 

Цель работы — нахождение асимптотической ковариационной матри-
цы обобщенной модели Озаки для оценки наименьших квадратов и сравне-
ние скорости стремления ее отдельных реализаций для различных распре-
делений обновляющего процесса к асимптотическому поведению. 

Постановка задачи. Обобщенная экспоненциальная авторегрессион-
ная модель Озаки задается уравнением 
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где 0 0 1 1 2 2 1 1, , , , , , , , ,p p p pa b a b a b a b c  — действительные пара-
метры модели; , 0, 1,t t  — последовательность независимых случай-
ных величин, удовлетворяющая условиям: 0,tE  т. е. она имеет нулевое 
математическое ожидание; 2 2t tD E  — конечная дисперсия. 
Последовательность t  принято называть обновляющим процессом. 

Предположим, что процесс tX  удовлетворяет соотношению (1) и име-
ются n  его наблюдений 0 1, , .nX X  В таком случае параметры уравнения 
можно оценить с помощью метода наименьших квадратов (МНК), пред-
ставляющего собой решение задачи минимизации функции 
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Необходимо получить асимптотическое поведение оценок МНК (по-
ведение оценок при ),n  т. е. вычислить асимптотическую ковариа-
ционную матрицу оценки ( , , ).i ig a b c  

Вычисление асимптотической ковариационной матрицы. Аппрок-
симируем функцию ( , , )i ig a b c  ее разложением в ряд Тейлора в окре-
стности фиксированной точки 0 0 0 0 0 0 0 0( , , , , , , , , , )a b a b a b a b c  

,0, 1, 1(( , , ) ,i i i pa b c  где 1 ,ia  2ib  расположены последовательно при 

1 2)i i  до второго порядка включительно. Для этого введем обозначения 
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где производные (вторые производные) по 1ia  и 2ib  1( ja  и 2 )jb  располо-
жены последовательно при 1 2i i  1 2( ).j j  

Отметим, что  — вектор-столбец размерностью 1,n  A  — вектор-
столбец размерностью 1,n B  — квадратная матрица размерностью .n n  

В этих обозначениях запишем 

 т т1( , , ) ( , , ) ( , , ),
2i i i i i ig a b c g a b c A B a b c  

где ( , , )i ia b c  — бесконечно малая функция, порядок которой при 

0, 1, 1 0, 1, 1 ,,( , , ) ( , , )i i i p i i i pa b c a b c  выше, чем 
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Выполним непосредственное дифференцирование вектора-столбца A  
и матрицы Гессе B  с учетом того, что  
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Для матрицы Гессе: 
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Будем полагать, что рассматриваемая модель (1) стационарная и эрго-
дическая. Условия этого [10]: 

– 0,c  в противном случае множитель 
2

1tcXe  стремится к бесконеч-
ности;  

– все корни характеристического уравнения 1
0

pp a  
1 0pa   расположены в единичной окружности, т. е. | | 1,ia  

0, 1, , 1.i p   
На практике рассматриваются лишь стационарные модели, поэтому по-

добное допущение является корректным. Существование предела lim
n

B  — 

следствие стационарности и эргодичности модели. Найдем предел. 
Отметим, что в дальнейших вычислениях множитель 1/ n  вносится  

в пределы для того, чтобы можно было использовать центральную пре-
дельную теорему. В вычислениях также используется тот факт, что про-
изведением стационарных и эргодических последовательностей является 
стационарная и эргодическая последовательность [11]. 
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Таким образом, lim 2 ,
n

B K  где элементы матрицы K  — соответствую-

щие пределы производных, разделенных на .n  
Следовательно, т т( , , ) ( , , ) ( , , ).i i i i i ig a b c g a b c A K a b c  
Покажем, что асимптотическое распределение точки 

0, 1, , 1ˆ( , , )i i i pa b с  минимума функции ( , , )i ig a b c  есть не что иное  
как асимптотическое распределение точки минимума для квадратичной 
формы т т ,A K  причем ее минимум равен 1( 1/ 2) .K A  

Введем погрешность вычислений истинных значений :tX  
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Зададим функцию квадратичной ошибки: 2 2ˆ( , , ) ( ).
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Выполним замену ˆ( , , )i i i in a a b b c c  и разложим ˆ( , , )i iL a b c   
в ряд Тейлора. Используем модифицированную формулу разложения  
в ряд Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа первого порядка: 
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Отметим, что первые и вторые производные ( )L  с точностью до обо-
значений совпали с первыми и вторыми производными функции 

( , , ).i ig a b c  
Получим, что  

 
тт 1( ) ( ),

2
L A B    

2 2т
2 2( ) (0)( ) ,
L L

 

где 0, .  Покажем, что ( ) 0  при .n  
Для этого явно вычислим покоординатные значения элементов мат-

рицы 
2 2

2 2( ) (0)L L
 с учетом того, что tX  и t  стационарны и эр-

годичны. В качестве примера определим ˆ :jia b  
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Покоординатные значения элементов матрицы 
2 2

2 2( ) (0)L L
 

равны 0. Это является подтверждением того, что ( ) 0  при .n  
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Получим, что | ( ) | 0E  при ,n  значит, что ( ) 0  при 
n  по вероятности. 

Пусть  — минимум функции т т( ) (1/ 2) ,L A W  где W
2(( ) ) (2) 2 ,tE K E K K   тогда 1 1( 1/ 2)W A K A  в силу  

того, что ( )L  — квадратичная форма. Поскольку 2(( ) ) (2 ) 0ttE E   
и (2 )tE  независимо от ,tX  то и 12 | 0,t t tE X  где t  — последова-
тельность -алгебр, порожденных множеством , .s s t  Последователь-
ность 2 ,t tX  1, 2, ,t  образует мартингал-разность относительно этой 
последовательности -алгебр. Тогда в силу центральной предельной теоре-
мы для мартингалов [12] имеем, что вектор А асимптотически нормален  
с нулевым математическим ожиданием и ковариационной матрицей 

2( ) .tKE  Вследствие этого и случайная величина 1W A  является 
асимптотически нормальной с нулевым математическим ожиданием,  
причем ее ковариационная матрица равна 1 2( ) .tK E  Следовательно, 

остается доказать, что 0  по вероятности. 
Для доказательства последнего введем произвольное 0  и покажем, 

что 1.P  Для этого зафиксируем некоторый параметр  
[13, 14]. 

Величина  асимптотически нормальна и ограничена по распределе-
нию, значит существует такой компакт nC  с вероятностью, бесконечно 
близкой к 1, содержащий для всех n  шары с центром в  и радиусом .  

Согласно закону больших чисел, B W  при ,n  тогда 
( ) ( ) 0L L  по вероятности при .n  Поэтому функция 

т( )L A  т1
2

W  выпуклая при .n  Таким образом, ( ) 0  

равномерно на любом компакте. Отсюда по [15] sup ( ) 0C   
по вероятности при .n  

Пусть e  — произвольный нормированный вектор, такой что выпол-
няются равенства * ,e  ,te  .t  Тогда из выпуклости ( )L  
получаем, что *( ) (1 / ) ( ) ( / ) ( ),L t L t L  следовательно, 

 * * *( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ).t tL L L L L L L  

Очевидно, что матрица W  является положительно определенной, поэтому 
* 2 т( ) ( ) (1/ 2) 0L L e We  и  
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 * 2 т1inf ( ) ( ) inf ( ( ) ( )) ( ) 2 .
2C t

tL L L L L e We  

Поэтому с единичной вероятностью минимум ( )L  лежит внутри ком-
пакта ,C  следовательно, минимум функции g  действительно совпадает с 
минимумом квадратичной формы, является асимптотически нормально 
распределенным и равен 1(1/ 2) .K A  

Для того чтобы найти асимптотическое распределение случайного 
вектора 1(1/ 2) ,K A  докажем, что его составляющая — вектор A  — явля-
ется асимптотически нормальной, т. е. сходится к нормальному случайно-
му вектору при n  по распределению. 

Пусть tA  — -алгебра событий, порожденная множеством , .sX s t  
Следствием этого является то, что 1tX  измерима относительно 1.tA   

С учетом того что t  не зависит от ,tA  имеем: 1 1|t t tE X A  

1 1 1| 0t t t t tX E A X E    [16]. 

За счет того что 2 2 ,t tD E  получаем 2
1 ,tEX  тогда  

по центральной предельной теореме для мартингалов [17] последователь-
ности 

( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 1, ,i i i i i i

i i

g a b c g a b c g a b c
a b cn n n

 

являются нормальными. 
Случайные величины 1tX  и t  независимы и по условию 0,tE   

тогда 

( 1)
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По аналогии 
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С учетом 2 2t tD E  найдем соответствующие дисперсии: 
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Аналогично  

2
022 2

0
( , , )1 4 ,i i cX

i

g a b c
D EX e

bn
  

2
0

21
22 6

0
0

( , , )1 4 .
p

i i cX
i

i

g a b c
bD EX e

cn
 

Во всех случаях получаем нулевое математическое ожидание и конеч-
ные дисперсии, которые могут быть вычислены по приведенным выше 
формулам. 

По аналогии находим пределы математических ожиданий попарных 
произведений элементов вектора-столбца А. 

По вычислении всех дисперсий и математических ожиданий может 
быть сделан вывод, что случайный вектор-столбец А является асимптоти-
чески нормальным с нулевым математическим ожиданием и ковариаци-
онной матрицей 24 .K  Следовательно, асимптотическая ковариационная 
матрица вектора 1(1/ 2)K A  равна 2 1K  [18]. С учетом совпадения 
асимптотического распределения 1(1/ 2)K A  с асимптотическим распре-
делением точки минимума функции ( , , )i ig a b c  получаем, что асимптоти-
ческая ковариационная матрица обобщенной экспоненциальной авторе-
грессионной модели Озаки для МНК имеет вид 2 1.K  

Компьютерный эксперимент. Полученное формальное выражение 
асимптотической ковариационной матрицы авторегрессионной моде- 
ли Озаки позволяет сравнить теоретические и практические значения  
дисперсии ее коэффициентов. Первые равны диагональным элементам  
матрицы 2 1,K  вторые — непосредственным дисперсиям коэффициен-
тов модели Озаки, найденным заданным оптимизационным методом, ми-
нимизирующим квадратичную функцию потерь. 

Предположим, что имеется процесс ,tX  удовлетворяющий уравне-
нию (1) первого порядка, и известны свойства его обновляющего процесса 

.t  Имеются n  наблюдений .nX  На основе этих данных с использованием 
оптимизационного метода найдем оценки коэффициентов 0,a  0,b  c  и вы-
числим их дисперсии относительно истинных значений коэффициентов. 
Получим теоретические значения дисперсий с использованием асимпто-
тической ковариационной матрицы процесса .tX  Путем сравнения по мо-
дулю практических и теоретических значений дисперсий для различных n  
определим, какого числа наблюдений будет достаточно, чтобы МНК дал 
результат, практическая точность которого будет достигать теоретической. 
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Следует отметить, что поиск коэффициентов модели Озаки с исполь-
зованием алгоритмов безусловной оптимизации является вычислительно 
сложной задачей. В связи с этим в качестве примера рассмотрим только 
модели первого порядка, причем их коэффициент c  рассчитывается с ис-
пользованием одномерного сеточного метода (перебор значений c  в за-
данном диапазоне с фиксированным шагом). Таким образом, в результате 
будет проведено сравнение теоретических и реальных дисперсий только 
для коэффициентов 0,a  0.b  

Вектор nX  для вычисления коэффициентов методом оптимизации 
сгенерируем 1000 раз со следующими начальным условием и параметрами: 

0 0 02,0, 0,1, 0,9, 5,0, 5, 10, 25, 50, 75, 100, 150, 200, 250.x a b c n   

Выбор подобных значений коэффициентов 0,a  0b  обусловлен стрем-
лением сделать их максимально независимыми. 

В качестве обновляющего процесса t  используем классическое и за-
грязненное гауссовы распределения: 

2/21( ) ,
2

xf x e
 

2 2 2/2 /(2 )1 1( ) (1 ) ,
2 2

x xf x e e
 

распределение Стьюдента 

 
( 1)/22

Г(( 1) / 2)( ) ,
Г(2 ) 1 /

m
mf x

m m x m  
распределение Лапласа  

 
2| |1( )

2
xf x e

 
и логистическое распределение 

 2( ) .
(1 )

x

x
ef x
e

 

Их конкретные значения получим с использованием датчика случай-
ных чисел библиотеки NumPy языка программирования Python. 

Оценку параметров проводим с помощью алгоритма безусловной оп-
тимизации Бройдена — Флетчера — Гольдфарба — Шенно (BFGS) [19–22]. 

Теоретические значения дисперсии коэффициента 0b  при различных 
значениях t  приведены в табл. 1, модули разностей теоретической и вы-
борочной дисперсии — в табл. 2. Аналогичные таблицы для дисперсии ко-
эффициента 0a  для краткости опущены. 
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Погрешность метода статистических испытаний и погрешность МНК 
приводят к широкому разбросу значений в ячейках табл. 1, 2. Тем не менее 
МНК крайне быстро достигает теоретических значений дисперсии в слу-
чае нормального распределения и показывает высокую скорость сходимо-
сти для распределения Стьюдента с большим числом степеней свободы  
и для загрязненного нормального распределения с малыми значениями   
и . Хуже всего метод показывает себя в случае логистического распреде-
ления, распределений Лапласа и Стьюдента при m = 4 и загрязненного 
нормального распределения при больших значениях  и . 

При дальнейшем увеличении n  (и )N  абсолютные значения разности 
дисперсий продолжат уменьшаться, однако никогда не станут полностью 
нулевыми в силу ранее названных погрешностей метода статистических 
испытаний и МНК. 

Выводы. Получены выражения асимптотической ковариационной 
матрицы экспоненциальной авторегрессионной модели Озаки для МНК 

2 1.K  Компьютерный эксперимент показал, что теоретические оценки 
дисперсии параметров быстрее достигаются в случае нормального распре-
деления, распределения Стьюдента с большим числом степеней свободы и 
загрязненного нормального распределения с малыми значениями парамет-
ров ,   и медленнее для распределений Лапласа, Стьюдента при 4m   
и загрязненного нормального распределения при больших значениях  и . 
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Abstract Keywords 
High-order mathematical models and their theoretical 
properties remain the subject of active research over the 
past decades. They are playing an important role in 
solving economic, financial, engineering and medical 
problems. One of the most common examples is the 
generalized exponential autoregressive Ozaki model. 
The asymptotic covariance matrix of the generalized 
Ozaki model was computed for the least squares estima-
tion by its expansion into the Taylor series. The paper 
compares the speed, at which the model separate im-
plementations tend to its asymptotic behavior for sever-
al distributions of the updating process, i.e., normal 
(Gaussian), contaminated normal with various combi-
nations in the contamination frequency and magnitude 
parameters, Student, Laplace and logistic. Scientific 
novelty of this work lies in direct determination of the 
asymptotic covariance matrix of the generalized Ozaki 
model. The practical novelty is the possibility of using 
the tabular results in comparing its implementations  
to decide on introducing the Ozaki model or any other 
model in the engineering calculations 

Generalized exponential auto-
regressive model, least squares 
method, asymptotic covariance 
matrix, Taylor series expansion 
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