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Аннотация Ключевые слова 
Предложен подход к поиску численного решения 
задачи оптимального управления каталитическим 
процессом. В общем виде сформулирована задача 
оптимального управления с ограничениями на па-
раметр управления и фазовыми ограничениями. 
Для ее решения рассмотрен комбинированный  
способ на основе метода штрафов и искусственных 
иммунных систем, который применим для процес- 
сов с нелинейной динамикой и не зависит от выбо-
ра начального приближения. Управление ищется  
в классе кусочно-постоянных функций. На основе 
этого подхода проведены численные эксперименты 
для каталитического процесса димеризации альфа-
метилстирола. Приведена математическая модель 
процесса, протекающего в реакторе идеального 
смешения. На ее основе сформулированы задачи 
определения оптимального температурного режима 
хладоагента при наличии ограничений на конвер-
сию исходного вещества и выход побочных продук-
тов реакции. В качестве критерия оптимальности 
задан максимальный выход целевых продуктов 
реакции — линейных димеров. Для поиска решения 
построены вспомогательные функционалы метода 
штрафов. В результате расчетов для каждой задачи 
определен субоптимальный температурный режим, 
при котором выполняются ограничения и достига-
ется наибольший выход целевых продуктов реак-
ции, рассчитана динамика концентраций веществ 
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Введение. В настоящее время одной из значимых задач математического 
моделирования каталитических процессов является задача поиска их оп-
тимального управления. На основе математического описания процесса 
можно определить оптимальные параметры его проведения и, как след-
ствие, заменить натурный эксперимент вычислительным. Это существен-
но экономит материальные ресурсы на исследование закономерностей 
протекания каталитического процесса. Поэтому разработка методов и ал-
горитмов поиска оптимального управления каталитическими процесса-
ми представляет научный и практический интерес. 

Решение задач оптимального управления химическим процессом опи-
рается на его математическую модель, которая представляет собой систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений, содержащую фазовые пе-
ременные, определяющие состояние процесса и неподдающиеся непосред-
ственному воздействию, и параметры управления, которыми можно варьи-
ровать в процессе. В задачах оптимального управления могут быть нало-
жены ограничения не только на параметры управления, но и на фазовые 
переменные, что существенно усложняет решение оптимизационных задач 
как в теоретическом исследовании свойств оптимальных процессов, так  
и в реализации алгоритмов численного решения. 

Существует несколько подходов к решению задач оптимального уп-
равления динамическими системами с фазовыми ограничениями. Один  
из них связан с получением точных необходимых условий оптимальности 
и построением на их основе вычислительных процедур, трудно реали-
зуемых на практике. Другой подход предполагает применение штраф- 
ных функций, с помощью которых обеспечивается переход к задаче опти-
мального управления без ограничений [1]. Решение полученной задачи  
без ограничений ищется с использованием методов безусловной оптими-
зации. 

Одной из особенностей задач оптимального управления каталитиче-
ским процессом и возникающих вследствие этого трудностей является не-
линейность динамики процессов, которая может быть обусловлена, 
например, экспоненциальной зависимостью констант скоростей от темпе-
ратуры. Эта особенность ограничивает применимость некоторых методов 
оптимизации, например линейного программирования [2–4]. Наличие 
большого числа промежуточных веществ и стадий взаимодействия между 
ними ведет к увеличению размерности математической модели процесса, 
что затрудняет применение некоторых методов, например динамического 
программирования [5–7]. Недостатком большинства численных методов 
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решения оптимизационных задач без фазовых ограничений является чув-
ствительность к выбору начальной точки поиска решения. 

Перечисленные недостатки позволяют преодолеть применение эволю-
ционных методов оптимизации, в частности, метода искусственных им-
мунных систем. Этот метод обладает легкой алгоритмической и про-
граммной реализацией, не зависит от начального приближения решения 
задачи и позволяет найти приближенные значения параметров оптималь-
ного управления динамическим процессом. 

Метод искусственных иммунных систем широко применяют для ре-
шения задач как в отечественных [8–12], так и в зарубежных работах  
[13–20]. Решения задач оптимизации в энергетике и энергосистемах на 
основе метода искусственных иммунных систем приведены в [17, 18]. 
Применение искусственной иммунной системы для решения задач опти-
мизации мультимодальных функций рассмотрено в [18, 19]. Иммунные 
методы для решения основных типов задач оптимизации функций (зада-
чи без ограничений, задачи с ограничениями, мультимодальной и много-
критериальной задач) описаны в [20]. 

Задача поиска субоптимального программного управления для не-
прерывных детерминированных систем рассмотрена в [21]. Задача со-
держит ограничения на параметр управления и не содержит фазовые 
ограничения. Для ее решения приведен алгоритм на основе метода ис-
кусственных иммунных систем. 

В исследованиях, посвященных разработке метода искусственных им-
мунных систем, рассматривают, в основном, задачи оптимизации функ-
ций. Значительно меньше работ посвящено решению задач оптимального 
управления. Актуальной проблемой является разработка алгоритма реше-
ния задачи оптимального управления с ограничениями, накладываемыми 
на фазовые переменные. 

Авторами настоящей работы предложен подход к поиску численного 
решения задачи оптимального управления каталитическим процессом, 
содержащей ограничения на фазовые переменные, на основе метода 
штрафов и метода искусственных иммунных систем. С использованием 
метода штрафов следует осуществить переход к задаче оптимального 
управления без ограничений, а затем решить задачу методом искусствен-
ных иммунных систем. 

Материалы и методы решения задач, принятые допущения. Пусть 
каталитический процесс описывается системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 



Поиск оптимального управления каталитическим процессом… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2024. № 4 7 

 ( ( ), ( ), )i
i

dx f x t u t t
dt

  (1) 

с начальными условиями 

 0(0) ,i ix x   (2) 

где ( )ix t  — фазовые переменные ( 1, );i n  ( ) uu t D  — параметр управ-
ления, uD  — множество допустимых значений управления; [0, ]t  — 
время; ( ( ), ( ), )if x t u t t  — непрерывные вместе со своими частными произ-
водными функции ( 1, ).i n  

В качестве параметра управления u(t) может выступать температура, 
давление, скорость подачи реакционной смеси, начальное мольное соот-
ношение реагентов и др. 

Пусть параметр управления u(t) принадлежит классу кусочно-постоян-
ных функций ( ) ,ju t u  1[ , ],j jt t t  0, ,j r  где r — число моментов пере-
ключений при разбиении 0 1 1,rt t t  0 0,t  1 .rt  

Примем, что в конечный момент времени на фазовые переменные 
наложены ограничения 

 ( ( )) 0,j x  1, ,j p   (3) 

 ( ( )) 0,j x  1, ,j p m   (4) 

где ( )j x  — непрерывно-дифференцируемые функции. 
Задача оптимального управления каталитическим процессом, кото-

рый описывается системой дифференциальных уравнений (1) с началь-
ными условиями (2), заключается в том, чтобы найти управляющую 
функцию ( ) ,uu t D  для которой выполняются условия (3), (4) и достига-
ется минимум целевого функционала 

 0( ) ( ( )).I u x   (5) 

Критерием оптимальности, который выражает целевой функционал 
(5), может быть выход продуктов реакции, прибыль, производительность 
процесса, рентабельность и др. 

Рассмотрим способ решения задачи оптимального управления с тер-
минальными ограничениями на основе метода штрафных функций и ме-
тода искусственных иммунных систем. 

Для перехода от задачи с терминальными ограничениями к задаче  
без ограничений введем вспомогательный функционал 
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 ( ) ( ) ( , ),kP u I u R u s   (6) 

где ( , )kR u s  — штрафная функция, ks  — параметр штрафа, вычисляемый 
на k-й итерации. Чем больше значение ,ks  тем больше штраф за невы-

полнение ограничений. Штрафная функция ( , )kR u s  равна нулю при вы-
полнении ограничений и больше нуля, если ограничения нарушены:  

 2

1
( , ) ( ).

2

k m
k

j
j

sR u s G u   (7) 

Здесь 

 
( ( )) , 1, ,

( )
max 0, ( ( )) , 1, .

j
j

j

x j p
G u

x j p m
 

Для решения задачи оптимального управления с терминальными 
ограничениями необходимо на k-й итерации определить управляющий 
параметр u(t), доставляющий минимум функционалу (6). При переходе  
к следующей (k + 1)-й итерации поиск решения отталкивается от пара-
метра u(t), найденного на предыдущей k-й итерации. 

Для нахождения решения задачи оптимального управления без огра-
ничений в целях минимизации функционала (6) применим метод искус-
ственных иммунных систем. Работа метода основана на имитации функ-
ционирования иммунной системы живых организмов. В природе, когда 
организм подвергается воздействию вредоносных патогенов, для его за-
щиты развивается эффективный иммунный ответ. Для борьбы с патоге-
нами вырабатываются специфические иммунные клетки — антитела. 
Лучшие антитела клонируются, мутируют и запоминаются организмом. 
Если он снова подвергается атаке этого патогена, то развивается более 
быстрый иммунный ответ. На основе общей схемы формирования имму-
нитета разработаны искусственные иммунные системы — вычислитель-
ные методы, вдохновленные биологической иммунной системой [20]. 

Результаты. Пусть математическим аналогом иммунной клетки явля-
ется управление 0 1( , , , ),ru u u u  где ( ),i iu u t  [0, ],it  0, ,i r  0 0,t  

1 .rt  Множеством возможных решений задачи оптимального управ-
ления, называемым популяцией, будет набор из l векторов ju   

0 1( , , , )j j jru u u  ( 1, ).j l  Каждому вектору ставится в соответствие зна-
чение функции приспособленности, которой является функционал (6). 
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Для этого необходимо найти численное решение системы дифференци-
альных уравнений (1) с начальными условиями (2). 

Схема решения задачи оптимального управления каталитическим 
процессом (1)–(5) состоит из следующих этапов. 

1. Установка начальных параметров метода штрафов и метода искус-
ственных иммунных систем. 

2.  Генерирование начальной популяции иммунных клеток ju  

0 1( , , , )j j jru u u  ( 1, )j l  случайными значениями из области .uD  
3. Клонирование. В текущую популяцию помещаются новые копии 

(клоны) векторов, которым соответствует наименьшее значение функции 
приспособленности (6). Векторы, копиями которых пополнилась попу-
ляция, называются клетками-родителями. 

4. Мутация предназначена для внесения случайных изменений в по-
пуляцию для преодоления возможного попадания решения в локальный 
экстремум. Мутации подвергаются компоненты векторов-клонов. Затем 
для них вычисляется значение функции приспособленности. 

5. Селекция. Отбираются наиболее приспособленные векторы-
мутанты и помещаются в популяцию вместо клетки-родителя при усло-
вии, что для вектора-мутанта значение функционала (5) меньше его зна-
чения для клетки-родителя. 

6. Переход к новой популяции. Из текущей популяции удаляются 
наименее приспособленные клетки, т. е. клетки с наибольшим значением 
функционала (6). 

7. Процедура поиска решения задачи с использованием метода искус-
ственных иммунных систем продолжается до тех пор, пока не будет вы-
полнен критерий окончания вычислений. В качестве такого критерия для 
эволюционных вычислений применяют ограничение на максимальное 
число итераций или стабилизацию приспособленности популяции на не-
скольких итерациях метода [22]. Приближенным решением задачи опти-
мального управления с критерием оптимальности (5) является вектор *u  
из последней популяции с наименьшим значением функционала (5). 

8. Проверка условия завершения поиска решения методом штрафов. 
Если * 2( , ) ,kR u s  то увеличить значение параметра штрафа и номер 
итерации k, а затем перейти на этап клонирования. Если * 2( , ) ,kR u s   
то завершить вычислительный процесс. Решением задачи (1)–(5) являет-
ся вектор u* из последней популяции. 

Определим оптимальный температурный режим для каталитиче-
ского процесса димеризации -метилстирола в присутствии цеолитного  
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катализатора NaHY. Линейные димеры ( -димер, -димер), получаемые  
в этом процессе, применяют в качестве регуляторов молекулярной массы 
полимеров, растворителей, компонентов синтетических смазочных ма-
сел, пластификаторов полимеров и каучуков. 

Схема реакции димеризации -метилстирола и соответствующие ки-
нетические уравнения стадий имеют вид [23]: 

 

1 2

1 3

1 4

2 3

2 4

3 4

1 2 5

1 3 5

1 4 5

2 ,
2 ,
2 ,

,
,
,
,
,
,

X X
X X
X X
X X
X X
X X

X X X
X X X
X X X       

21 1 10 21
22 2 11 31
23 3 1

4 4 2 12 3

5 5 2

6 6 3

7 7 1 2

8 8 1 3

9 9 1 4

( ) ( ) ,
( ) ( ) ,
( ) ,
( ) ( ) ,
( ) ,
( ) ,
( ) ,
( ) ,
( ) ,

w k T C k T C
w k T C k T C
w k T C
w k T C k T C
w k T C
w k T C
w k T C C
w k T C C
w k T C C   

(8)

 
где X1 — -метилстирол; X2 — -димер; X3 — -димер; X4 — циклический 
димер; X5 — тримеры; wj — скорость j-й стадии реакции ( 1, 5),j  
кмоль/(м3 ∙ ч); Ci — концентрация i-го вещества ( 1, 5),i  кмоль/м3;  
T — температура, K; kj — константа скорости j-й стадии, м3/(кмоль ∙ ч), 
рассчитываемая по уравнению Аррениуса. 

Математическое описание процесса димеризации -метилстирола  
в реакторе идеального смешения можно представить в виде системы 
дифференциальных уравнений 

 
6

( , ) ( , ) ,i i i ndx F x T x F x T
dt x

    
9

1
, 1, 5,i ij j

j
F W i   (9) 

 
6 ( , ),n

dx F x T
dt

  
9 5

1 1
,n j ij

j i
F W   (10) 

 
9

01
( )x x

p j j x
j

dT SC Q W T T
dt C

  (11) 

с начальными условиями 

 0 06(0) , 1, 5, (0) 1, 0 .i ix x i x T T   (12) 
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Здесь xi — концентрация вещества Xi ( 1, 5)i  (мольная доля); 6x  

0/C C   — переменный реакционный объем, 
5

1
i

i
C C  — суммарная 

концентрация веществ, кмоль/м3, 
5

0
1

(0)i
i

C C  — начальная суммарная 

концентрация веществ, кмоль/м3; ij — стехиометрический коэффи- 
циент i-го вещества в j-й стадии реакции ( 1, 5, 1, 9)i j  (табл. 1), jW   

0/jw C  — приведенная скорость j-й стадии ( 1, 9),j  1/ч; Сp — мольная 
теплоемкость реакционной смеси, кДж/(кмоль ∙ K); Qj — тепловой эф-
фект j-й стадии реакции ( 1,12),j  кДж/моль; x — коэффициент тепло-
передачи, кВт/(м2 ∙ K); Sx — удельная поверхность теплосъема, 1/м; T — 
температура протекания реакции, K; Tx — температура хладоагента, K. 

Таблица 1 

Матрица стехиометрических коэффициентов веществ ij 

Вещество w1
 w2

 w3
 w4

 w5
 w6

 w7
 w8

 w9
 

X1 –2 –2 –2 0 0 0 –1 –1 –1 
X2 1 0 0 –1 –1 0 –1 0 0 
X3 0 1 0 1 0 –1 0 –1 0 
X4 0 0 1 0 1 1 0 0 –1 
X5 0 0 0 0 0 0 1 1 1 

Значения кинетических и теплофизических параметров рассматрива-
емого процесса приведены в [23]. Параметром управления является тем-
пература хладоагента ( ),xT t  на значения которой наложены ограничения 

 303 K  Tx(t)  403 K,   [0, ].t   (13) 

Целевыми продуктами реакции (8) являются 2X  и 3,X  поэтому в ка-
честве целевого рассмотрим функционал 

 2 3( ) ( ) ( ),I T x x   (14) 

который выражает выход линейных димеров в конце реакции ( ).t  
Выход целевых продуктов зависит от конверсии исходного вещества 

1,X  поэтому зададим уровень конверсии 99 %: 

 11 ( ) 0,99.x   (15) 
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Требуется определить температурный режим ( ),xT t  который с учетом 
ограничений (13), (15) обеспечивает достижение функционалом (14) мак-
симального значения. 

Для поиска решения задачи (8)–(15) применена программа на языке 
визуального программирования Delphi, в которой реализован предло-
женный авторами подход. Рассмотрен процесс продолжительностью 3 ч. 
Начальная суммарная концентрация веществ С0  7,72 кмоль/м3, коэф-
фициент теплопередачи x = 5,31 кВт/(м2 ∙ K) [23]. 

Целевой функционал задачи без ограничения (14) имеет вид 

 2
2 3 1( ) ( ) ( ) 0, 01 ( ) min.

2

k
x

sP T x x x  

Для решения сформулированной задачи генерировали начальную 
популяцию иммунных клеток размером l = 100. На этапе клонирования 
задавали число клеток-родителей 40 и число клонов 30. При обновлении 
популяции удаляли 30 наименее приспособленных иммунных клеток.  
На этапе мутации изменение координат векторов-клонов осуществляли 
по формуле [21]: 

 

1 3

2 3

, 0,5,
, 0,5,

ji
ji

ji

u mut
u

u mut  
где 1 [0; 403 ],jiu  2 [0; 303],jiu  3 [0;1]  — случайные числа;  

mut = 0,5 — вероятность мутации, 0, ,i r  1, .j l  
В качестве завершения поиска решения с использованием метода ис-

кусственных иммунных систем проверяли условие достижения макси-
мального числа итераций, равного 600. Начальное значение параметра 
штрафа 0 1.s  На каждой итерации значение 0s  увеличивалось в 10 раз. 
Параметр окончания поиска решения для метода штрафов  взят равным 

410 .  
Для получения численного решения системы дифференциальных 

уравнений (9)–(11) с начальными условиями  

 x1(0) = 1,    xi(0) = 0 ( 2, 5),i    x6(0) = 1, T(0) = 303 K  (16) 

применяли предиктор-корректорный метод Адамса второго порядка. 
В результате вычислений определен температурный режим ( ),xT t   

при котором достигается наибольший выход линейных димеров, равный 
82,8 %. Конверсия -метилстирола составляет 98,7 %. Результаты реше-
ния задачи оптимального управления (8)–(15) приведены на рис. 1. 
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Рис. 1. Субоптимальный температурный режим в задаче  
с ограничением (15) (а) и динамика концентраций (б) -димера (1),  

-димера (2) и -метилстирола (3) 
 
Пусть теперь требуется найти температурный режим ( ),xT t  при ко-

тором достигается наибольший выход линейных димеров при условии, 
что выход побочных продуктов реакции (циклического димера и триме-
ров) в конечный момент времени не превышает 10 %: 

 4 5( ) ( ) 0,1.x x   (17) 

Для перехода к задаче без ограничений необходимо минимизировать 
функционал 

 
2

2 3 4 5( ) ( ) ( ) max 0, ( ) ( ) 0,1 min.
2

k
x

sP T x x x x
 

Поиск решения сформулированной задачи осуществлялся с теми же 
параметрами методов, что и для решения задачи (8)–(15). 

По результатам расчетов установлено, что при соблюдении темпера-
турного режима, показанного на рис. 2, а, наибольший выход линейных 
димеров составляет 83,9 %, а суммарный выход циклического димера  
и тримеров — 10,2 %. Изменение во времени целевых и побочных про-
дуктов реакции приведено на рис. 2, б. 

Обсуждение полученных результатов. Для оценки решений задач 
(8)–(15), (8)–(14), (17), полученных с использованием предложенного 
подхода, найдено численное решение системы дифференциальных урав-
нений (9)–(11) с начальными условиями (16) при постоянных допусти-
мых значениях температуры хладоагента ( )xT t  (табл. 2). Согласно дан-
ным, приведенным в таблице, при температурных режимах, обеспечива-
ющих незначительное отклонение от условия (15) и выполнение условия 
(17), значение целевого функционала (14) ниже, чем при рассчитанных  
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Рис. 2. Субоптимальный температурный режим в задаче  
с ограничением (17) (а) и динамика концентраций (б) -димера (1),  

-димера (2), циклического димера (3), тримеров (4)  
 

с помощью разработанного алгоритма температурных режимах. В связи  
с этим можно сделать вывод о корректности предложенного подхода  
к решению задач оптимального управления каталитическим процессом. 

Таблица 2 

Значение показателей процесса димеризации -метилстирола  
при некоторых значениях температуры хладоагента 

Tx, K 
Конверсия  

-метилстирола  
(1 – x1( )) · 100 % 

Выход 

побочных продуктов  
(x4( ) + x5( )) · 100 % 

линейных димеров  
(x2( ) + x3( )) · 100 % 

303 4,4 0,1 4,3 
313 9,2 0,2 9,0 
323 26,7 1,0 25,6 
333 83,2 6,9 76,3 
343 95,6 12,4 83,2 
353 98,2 17,1 81,1 
363 99,0 21,7 77,3 
373 99,2 26,7 72,5 
383 99,3 32,7 66,6 
393 99,4 39,5 59,9 
403 99,4 47,1 52,3 

Заключение. Предложенный подход на основе метода искусственных 
иммунных систем и метода штрафов можно применять для поиска опти-
мального управления каталитическим процессом. Его особенность — 
учет ограничений, накладываемых на фазовые переменные и параметр 
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управления. Преимуществом процедуры решения задач оптимального 
управления с использованием метода искусственных иммунных систем 
является отсутствие необходимости задавать начальное приближение. 
Это обусловлено тем, что в процессе поисковой процедуры одновремен-
но рассматривается не одно возможное решение, а их набор из области 
допустимых значений управления, который на начальном этапе генери-
руется случайным образом. На каждой итерации поиска решение ищется 
в виде кусочно-постоянной функции, причем построение функции про-
исходит не от точки к точке, а на всей временной оси. Проведенные чис-
ленные эксперименты по поиску оптимального температурного режима 
процесса димеризации -метилстирола показали допустимость приме-
нения предложенного подхода к решению задач оптимального управле-
ния каталитическими процессами. 
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and phase restrictions. To solve the problem, the paper 
proposes a combined technique based on the penalty 
method and the artificial immune systems. The tech-
nique is applicable in the nonlinear dynamics processes 
and does not depend on selection of the initial approx-
imation. Control is sought in the piecewise constant 
functions class. Based on this approach, numerical 
experiments were carried out for the alphamethylsty-
rene catalytic dimerization process. Mathematical 
model of the process occurring in the ideal mixing 
reactor is presented. On its basis, problems are formu-
lated in determining the refrigerant optimal tempera-
ture regime with restrictions on the initial substance 
conversion and the reaction by-products yield. Opti-
mality criterion is set as the maximum yield of the 
target reaction products, i.e., the linear dimers. Auxilia-
ry functionals of the penalty method are constructed  
to find the solution. Computation in each problem 
results in finding a suboptimal temperature regime, 
where restrictions are met, highest yield of the target 
reaction products is achieved, and dynamics of the 
substances’ concentrations is computed 
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