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Аннотация Ключевые слова 
Проведено моделирование концентрационных 
зависимостей давления пара над системами от 
состава жидких фаз с использованием кластерной 
модели для смесей алкилгалогенидов со спирта-
ми. Исходные данные: концентрационные зави-
симости избыточных мольных характеристик ра-
створов. Область применения модели: растворы 
неэлектролитов, отклонения от идеальности ко-
торых вызваны преимущественной ассоциацией 
одного из компонентов раствора. Параметрами 
уравнений модели являются математическое 
ожидание распределения ассоциатов в стандарт-
ном состоянии и дисперсия числа ассоциации.  
В разработанном методе моделирования требует-
ся отфильтровать локальные минимумы целевой 
функции, не имеющие физического смысла. Ис-
пользование методов глобальной оптимизации 
при составлении карты локальных минимумов 
обусловливает необходимость исследования вос-
производимости результатов. Для оценки вос-
производимости метода сопоставлены результаты 
моделирования зависимостей давления пара для 
разных областей поиска. Установлено, что по-
лученные различными способами решения нахо-
дятся в хорошем соответствии друг с другом  
и с приемлемой точностью описывают результа-
ты. Параметры уравнения модели при изме- 
нениях области поиска хорошо воспроизво- 
дятся. Изменения параметров уравнений кла-
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стерной модели в изученном диапазоне темпера-
туры соответствуют закономерностям ассоциа-
ции систем, склонных к образованию водородных 
связей 
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Введение. Актуальность развития математических моделей реальных рас-
творов неэлектролитов связана c оптимизацией такого технологического 
процесса, как разделение компонентов смесей [1, 2]. Возможность описа-
ния экспериментальных данных равновесия жидкость–пар для некоторых 
растворов неэлектролитов уравнениями кластерной модели установлена  
в [3–9]. Параметры модели: число ассоциации и дисперсия распределения 
ассоциатов по стехиометрическим коэффициентам в стандартном состоя-
нии. Область применения модели: неограниченно смешивающиеся бинар-
ные растворы неэлектролитов, основной вклад в неидеальность которых 
вносит ассоциация одного из компонентов. 

Для кластерной модели в [10] показана принципиальная возмож-
ность моделирования концентрационных зависимостей давления пара 
над раствором по зависимостям избыточной мольной энтальпии и объе-
ма. Формализованный метод моделирования давления пара и результаты 
его апробации для нескольких химических систем приведены в [11, 12]. 
Представляется актуальным дальнейшее исследование воспроизводимо-
сти результатов моделирования и эффективности разработанного метода 
для химических систем. 

Кластерная модель является содержательной и ее параметры имеют 
явный физический смысл, поэтому можно априорно предположить ха-
рактер ассоциации и оценить эффективность метода. Цель работы — 
сравнение результатов моделирования давления пара и проверка их вос-
производимости при различных ограничениях на область поиска для не-
ограниченно смешивающихся бинарных растворов неэлектролитов, про-
являющих положительные отклонения от закона Рауля. 

Методика эксперимента. Аналитическое обоснование уравнений кластер-
ной модели приведено в [6]. Для коэффициентов активности компонентов рас-
твора справедливы соотношения: 

для растворителя sf  

 1 1
1l ,n r

sf A x  (1) 
для ассоциированного компонента  f 

 11
1

1
ln 1 1 ,r

s
Af x r x
r
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где 1 1A A x  — математическое ожидание распределения ассоциатов 
(число ассоциации) в присутствии бесконечно малого количества вещества 
неассоциированного компонента; x — мольная доля ассоциированного 
компонента; 1 1 1,/r D A  1 1D D x  — дисперсия распределения ассо-
циатов; sx  — мольная доля неассоциированного компонента. 

Если пренебречь неидеальностью паровой фазы, то выражение кон-
центрационной зависимости давления пара над раствором при фиксиро-
ванной температуре примет вид 

 
0 0 .s sp p a p a   

Здесь 0 ,p  0sp  — давление пара над чистыми растворенным веществом  
и растворителем, ,a xf  s s sa f x  — активности растворенного вещества 
и растворителя в растворе. При использовании соотношений (1), (2) 
уравнение для давления пара имеет вид: 

 1 1 110 01 1
1

exp 1 1   exp .r r
s s s

Ap p x x r x p x A x
r

 (3) 

Исходя из определения избыточной мольной энергии Гиббса с ис-
пользованием (1), (2) легко получить выражение 

 11

1
1 .rEm

AG RT x x
r

 (4) 

При подстановке (4) в уравнение Гиббса — Гельмгольца, когда 1D  за-
висит от температуры, с использованием дисперсии дискретного распре-
деления для избыточной мольной энтальпии может быть получено соот-
ношение [7]: 

 1 1 1 1 1301 21 1
2 1 ln 1 ln 1 ,r r r r rEm st

mH A H x x x x x x
A r

 (5) 

для избыточного мольного объема — соотношение 

 1 1 1 1 1301 21 1
2 1 ln 1 ln 1 ,r r r r rEm st

mV A V x x x x x x
A r

 (6) 

где 0 0,   st stH V  — изменение стандартной мольной энтальпии и стан-
дартного мольного объема при присоединении молекулы неэлектролита 
к кластеру; 3m  — третий центральный момент распределения кластеров 
по стехиометрическим числам ассоциации в стандартном состоянии. 
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Оценка параметров уравнения модели сводится к задаче оптимизации. 
Как уже было отмечено в [10–12], у целевой функции существует множе-
ство локальных минимумов, описывающих зависимости избыточных 
мольных характеристик с примерно одинаковой точностью, но резко отли-
чающихся по физическому смыслу. Процедура разделения найденных ло-
кальных минимумов на группы решений описана в [11]. Для составления 
карты локальных минимумов использован метод Ньютона — Рафсона, ко-
торый запускали из случайно распределенных по области поиска стартовых 
точек, повторяя с небольшими изменениями метод мультистарта [13]. 

В уравнениях (3)–(6) для описания зависимостей давления пара над 
раствором и избыточной мольной энергии Гиббса достаточно только двух 
параметров модели 1A  и 1,r  которые являются подмножеством парамет-
ров уравнения модели, описывающих зависимости избыточных мольных 
характеристик от состава жидкой фазы. 

Моделирование экспериментальных данных. Погрешности модели-
рования можно подразделить на две группы: 1) физико-химические, свя-
занные с допущениями модели; 2) математические, связанные с особенно-
стями работы методов оптимизации и кластерного анализа. Для бинарных 
смесей алкилгалогенидов со спиртами установлено, что отклонения от иде-
альности в них связаны в основном с ассоциацией спиртов. Исходя из фи-
зико-химических представлений о характере ассоциации в этих системах, 
можно предположить вероятные значения параметров модели. Таким об-
разом, бинарные смеси углеводородов или алкилгалогенидов со спиртами 
предоставляют очень удобную базу для апробации кластерной модели. 

Рассмотрим несколько химических систем вида алкилгалогенид +  
+ спирт: 

1-бромбутан + 1-бутанол; 
1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол [14]; 
1-бромбутан + 1-октанол [15]; 
1-хлорбутан + этанол [16, 17]; 
1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол; 
1-хлорбутан + 2-бутанол [18]; 
1-хлорбутан + 2-метил-2-пропанол [19, 20]. 

При моделировании давления пара непосредственно по эксперимен-
тальным данным средняя относительная погрешность кластерной моде-
ли не превышает 2 % [11]. При моделировании давления пара по EmH   
и EmV  погрешности оказались заметно выше, оставаясь в пределах 15 %. 



О воспроизводимости результатов моделирования давления пара… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2024. № 4 97 

Исходными данными к поставленным задачам являются концентра-
ционные зависимости термодинамических параметров бинарных раство-
ров от состава жидкой фазы при фиксированной температуре. Для систем 
1-хлорбутан + этанол, 1-хлорбутан + 2-метил-2-пропанол имеются данные 
по зависимостям избыточного мольного объема в диапазоне температуры. 
Экспериментальные данные для зависимостей давления пара и зависимо-
стей избыточного мольного объема взяты из различных источников; для 
этих систем и перечисленных выше смесей 1-бромбутана с изомерами бу-
танола в [11] при моделировании давления пара получены результаты  
со средней относительной погрешностью, превышающей 5 %. 

В основе метода моделирования лежит анализ найденных локальных 
решений, полученных с использованием метода мультистарта. Распре-
деление решений может зависеть от размеров области поиска. Исходя  
из физико-химических представлений о преимущественном характере 
ассоциации спиртов, предположено, что значения числа ассоциации для 
всех рассматриваемых химических систем не должны превышать 2. Для 
оценки влияния области поиска на результаты моделирования примене-
ны три набора параметров, отличающихся граничными значениями па-
раметров 1,A  1,r  используемых при моделировании давления пара над 
раствором. 

Узкая область поиска выбрана так, чтобы граничное значение числа 
ассоциации соответствовало его максимальной предварительной оценке 
за счет преимущественной ассоциации с помощью водородных связей: 

 10 2;A   10 2;r   010 000 0stH  Дж/моль;   310 10.m  

Для нормальной области поиска максимально возможное значение 
числа ассоциации удалено от границы: 

 10 3;A   10 2;r   010 000 0stH  Дж/моль;  310 10.m  

Широкая область поиска фактически соответствует отсутствию огра-
ничений на параметры: 

 10 5;A   10 5;r   010 000 0stH  Дж/моль;  310 10.m  

Локальные минимумы получены путем запуска метода Ньютона — 
Рафсона из 5000 точек, случайным образом распределенных по области 
поиска. Из них отобраны решения, которые описывали эксперименталь-
ную зависимость со средней относительной погрешностью, не превыша-
ющей 15 %. В рассматриваемых химических системах отбор проходили 
1500–1600 решений. 
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Применительно к рассматриваемым уравнениям моделей в качестве 
критерия оптимизации использовано стандартное отклонение 

2
, exp , mod

1
( )

,
1

v
j j

j
Y Y

v b
 

где v — число экспериментальных точек; , exp , mod, ( )j jY Y  — экспери-
ментальное и расчетное значения некоторого экспериментального тер-
модинамического свойства в j-й точке; b — число эмпирических пара-
метров  в уравнении модели. Для расчета средней относительной по-
грешности использована формула: 
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Результаты идентификации параметров кластерной модели для экс-
периментальных зависимостей избыточной мольной энтальпии EmH  
приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Оценки параметров уравнения кластерной модели и результаты моделирования 
давления пара по концентрационным зависимостям избыточной мольной  

энтальпии в системах алкилгалогенид + алифатический спирт  
при температуре 298,15 K и различных областях поиска 

Система A1 D1 r1 , кПа , % 

Узкая область поиска 
1-бромбутан + 1-бутанол 1,4 0,7 0,5 

0,1 
3 

1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол 1,3 1 
1-бромбутан + 1-октанол 0,9 0,2 0,2 2 
1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол 1,4 0,6 0,4 0,7 6 
1-хлорбутан + 2-бутанол 1,6 2,0 1,2 

Нормальная область поиска 
1-бромбутан + 1-бутанол 

1,2 0,5 0,4 0,1 4 
1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол 0,8 0,7 0,4 5 
1-бромбутан + 1-октанол 1,0 0,4 0,4 0,1 
1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол 

1,4 0,7 0,5 0,4 4 
1-хлорбутан + 2-бутанол 0,8 0,6 
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Окончание табл. 1 

Система A1 D1 r1 , кПа , % 

Широкая область поиска 
1-бромбутан + 1-бутанол 1,3 0,9 0,7 0,2 4 
1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол 0,7 8 
1-бромбутан + 1-октанол 1,4 0,6 0,4 31 
1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол 1,6 2,0 16 
1-хлорбутан + 2-бутанол 1,0 0,6 1,2 11 

При сужении области поиска практически для всех систем наблюдается 
тенденция к снижению погрешностей моделирования, наиболее ярко вы-
раженная в системах 1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол или 1-октанол. 
Оценки параметров модели в целом соответствуют результатам, получен-
ным в [11]. Резкое возрастание погрешностей в системах 1-бромбутан +  
+ 1-октанол, 1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол для широкой области поис-
ка связано с существенным увеличением диапазона значений 1r  относи-
тельно заданных в [11] и появлением большого числа локальных миниму-
мов, не имеющих физического смысла. Следует отметить, что в узкой  
и средней областях поиска для системы 1-бромбутан + 1-октанол значения 
числа ассоциации ниже, что соответствует ожиданиям оценок параметров 
уравнения модели. 

Концентрационная зависимость давления пара над раствором от со-
става жидкой фазы для трех систем показана на рис. 1. Для моделирования 
использованы параметры уравнения модели, полученные по концентра-
ционным зависимостям избыточной мольной энтальпии для нормальной 
области поиска. Погрешности данных для экспериментального определе-
ния давления пара составляли 10 Па для всех рассмотренных систем. 

Процедура моделирования давления пара по концентрационным за-
висимостям избыточного мольного объема EmV  в математическом смысле 
полностью аналогична моделированию по EmH  с точностью до одного 
параметра и соответствующего изменения области поиска: 
 10 2;A  10 2;r  010 0stV  см3/моль; 310 10;m  
 10 3;A  10 2;r  010 0 stV  см3/моль; 310 10;m  
 10 5;A  10 5;r  010 0stV  см3/моль; 310 10.m  

Результаты идентификации параметров кластерной модели для экс-
периментальных зависимостей избыточного мольного объема приведены 
в табл. 2. 
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Рис. 1. Давление пара над раствором в смесях 1-бромбутана (a)  
и 1-хлорбутана (б) со спиртами:  

1 — 1-бромбутан + 1-бутанол (x2); 2 — 1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол (x2);  
3 — 1-бромбутан + 1-октанол (x2); 4 — 1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол (x2);  

5 — 1-хлорбутан + 2-бутанол (x2); температура 298,15 K; точки — экспериментальные 
данные, линии — результаты моделирования с использованием кластерной модели 

(предполагается ассоциация спирта) 

Таблица 2 

Оценки параметров уравнения кластерной модели и результаты моделирования 
давления пара по концентрационным зависимостям избыточного мольного 
объема в системах вида алкилгалогенид + спирт при различных значениях 

температуры и областях поиска 

Система T, K A1 D1 r1 , кПа , % 

Узкая область поиска 
1-бромбутан + 1-бутанол 

298,15 

1,4 1,0 0,7 0,1 3 
1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол 1,2 0,2 0,2 0,4 5 
1-бромбутан + 1-октанол 0,9 0,5 0,6 0,3 7 
1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол 1,4 0,7 0,5 0,4 4 

1-хлорбутан + этанол 
288,15 1,9 0,8 0,4 1,6 15 
298,15 1,5 0,5 0,5 3 
308,15 1,9 1,0 4,0 14 

1-хлорбутан + 2-бутанол 298,15 1,1 0,8 0,7 0,9 8 

1-хлорбутан + 2-метил-2-пропанол 

303,15 1,6 1,9 
1,2 1,1 8 

308,15 
1,5 1,8 6 

313,15 1,5 7 
318,15 1,7 1,1 2,4 8 
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Окончание табл. 2 

Система T, K A1 D1 r1 , кПа , % 

Нормальная область поиска 
1-бромбутан + 1-бутанол 

298,15 

1,6 1,1 0,7 0,3 8 
1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол 0,9 0,3 0,3 0,7 9 

9 1-бромбутан + 1-октанол 1,1 0,7 0,6 0,2 
1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол 1,4 0,5 0,4 4 

1-хлорбутан + этанол 
288,15 1,6 0,6 0,4 0,3 2 
298,15 1,6 0,6 3 
308,15 1,5 0,8 0,5 0,4 2 

1-хлорбутан + 2-бутанол 298,15 1,0 0,7 0,7 1,2 10 

1-хлорбутан + 2-метил-2-пропанол 

303,15 1,3 1,4 1,1 0,7 4 
308,15 1,3 1,3 1,0 3 
313,15 1,1 1,0 0,9 1,1 4 
318,15 1,0 0,8 0,8 1,4 5 

Широкая область поиска 
1-бромбутан + 1-бутанол 

298,15 

1,3 0,9 0,7 0,2 4 
1-бромбутан + 2-метил-2-пропанол 0,9 0,3 0,3 0,7 9 1-бромбутан + 1-октанол 1,1 0,7 0,6 0,2 
1-хлорбутан + 2-метил-1-пропанол 1,5 0,8 0,5 0,8 8 

1-хлорбутан + этанол 
288,15 1,6 0,6 0,4 0,3 2 
298,15 0,5 0,3 1,2 7 
308,15 1,4 0,8 0,6 1,8 6 

1-хлорбутан + 2-бутанол 298,15 1,0 0,7 0,7 1,2 10 

1-хлорбутан + 2-метил-2-пропанол 

303,15 1,1 1,1 1,0 1,2 6 
308,15 1,5 1,4 0,9 1,6 8 
313,15 1,2 1,2 1,0 0,9 3 
318,15 1,0 0,9 0,9 1,8 5 

В отличие от зависимостей избыточной мольной энтальпии для из-
быточного мольного объема тенденция к снижению погрешностей моде-
лирования при сужении области поиска выражена слабее. Тем не менее 
рассмотренные системы, за исключением системы 1-хлорбутан + этанол, 
демонстрируют среднюю относительную погрешность в пределах 10 %. 
Оценки параметров уравнения модели близки к результатам, ранее полу-
ченным и представленным в [11] для другой области поиска. 

При моделировании давления пара как по зависимостям избыточной 
мольной энтальпии, так и избыточного мольного объема изменение об-
ласти поиска всегда приводит к повышению точности решения. Оценки 
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параметров уравнения кластерной модели остаются в рамках представ-
лений об ассоциации в рассматриваемых химических системах. 

Результаты моделирования давления пара над раствором от состава 
жидкой фазы для систем 1-хлорбутан + этанол и 2-метил-2-пропанол при-
ведены на рис. 2. Для моделирования использованы параметры, полученные 
по концентрационным зависимостям избыточного мольного объема для 
нормальной области поиска. Погрешности данных для экспериментального 
определения давления пара составляли 10 Па для системы 1-хлорбутан +  
+ этанол и 15 Па для системы 1-хлорбутан + 2-метил-2-пропанол. 

Рис. 2. Давление пара над раствором в системах 1-хлорбутан + этанол (x2) (a)  
и 1-хлорбутан + 2-метил-2-пропанол (x2) (б) при значениях температуры 288,15 (1), 

298,15 (2), 303,15 (3), 308,15 (4), 313,15 (5), 318,15 K (6);  
точки — экспериментальные данные, линии — результаты моделирования  
с использованием кластерной модели (предполагается ассоциация спирта) 
 
Полагаем, что значительные погрешности моделирования давления 

пара для системы 1-хлорбутан + этанол для ограничений 1( ,A  1r  ≤ 2) вы-
званы близостью решения к границе области поиска. При запуске метода 
локальной оптимизации из ряда случайно выбранных точек спуск, веду-
щий в локальный минимум за пределами ограничений на параметр 1,A  
останавливается на границе области поиска. Таким образом, возле груп-
пы решений, соответствующих параметрам модели, которые описывают 
давление пара над раствором, появляется еще одно скопление локальных 
минимумов. Это скопление влияет на распределение решений, сдвигая 
центр масс необходимой группы. При идентификации параметров урав-
нения кластерной модели непосредственно по экспериментальным дан-
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ным зависимости давления пара, где влияние границы области поиска 
сведено к минимуму, для температуры 288,15, 298,15 и 308,15 K значения 
параметров 1A  составили 1,62, 1,60 и 1,57. 

Для средней области поиска в системах, для которых эксперимен-
тальные данные представлены в диапазоне температуры, наблюдается 
снижение числа ассоциации с ростом температуры. Это характерно для 
систем, в которых отклонение от идеальности вызвано ассоциацией 
вследствие образования водородных связей. 

Выводы. На основе кластерной модели для неограниченно смешива-
ющихся бинарных растворов проведен анализ результатов для метода мо-
делирования концентрационных зависимостей давления пара над раство-
ром по избыточным мольным характеристикам. Объектом анализа явля-
лись системы вида алкилгалогенид + спирт, для которых установлено, что 
отклонения от идеальности в них связаны с ассоциацией спиртов. При из-
менении области поиска для рассмотренных систем в основном наблюдает-
ся сходство найденных параметров уравнения модели, что подтверждает 
воспроизводимость результатов метода. Показано, что сужение области 
поиска до определенного предела приводит к снижению погрешностей. 
Изменение параметров уравнения модели с ростом температуры характер-
но для склонных к образованию водородных связей систем. 
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Abstract Keywords 
The paper simulates the concentration dependence  
of vapor pressure above systems on the composition of 
liquid phases using a cluster model for mixtures  
of alkyl halides and alcohols. Initial data are concentra-
tion dependences of excess molar properties of solu-
tions. The model scope is solutions of non-electrolytes 
whose deviations from ideality are caused by predomi-
nant association of one component of the solution. 
Model equation parameters are the mathematical ex-
pectation of associate distribution in the standard state 
and variance of association number. Developed model-
ing method requires filtering out local minima of ob-
jective function which do not have physical meaning. 
Use of global optimization methods to map local min-
ima requires study of reproducibility of results.  
To assess the reproducibility of the method, the results 
of modeling the dependencies of vapor pressure  
in different search areas are compared. It has been 
established that the solutions obtained using various 
methods are in good agreement and describe the re-
sults with acceptable accuracy. The model equation 
parameters are well reproduced as the search area 
varies. Changes in the parameter values of the cluster 
model equations in the studied temperature range 
correspond to patterns of association in systems prone 
to hydrogen bonding formation 

Cluster model, vapor-liquid 
equilibria, molecular associa-
tion, modelling, reproducibility, 
alcohols, hydrogen bond 
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