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О СТАТИСТИЧЕСКИХ МЕТОДАХ
МОДЕЛИРОВАНИЯ ПЕРЕНОСА ЭЛЕКТРОНОВ
В ВЕЩЕСТВЕ
Предложены алгоритмы статистического моделирования перено-
са электронов в плотных материалах, основанные на предвари-
тельном расчете плотности распределений характеристик элек-
тронных потоков и методе вложенных траекторий. Разработа-
на эффективная модель “утолщенных” траекторий для расчета
энергетических и угловых распределений электронов при их распро-
странении в объектах, а также упрощенная инженерная модель
для определения спектральных характеристик электронов. Рассмо-
тренные алгоритмы показали свое преимущество перед такими
известными пакетами, как MCNP.

Математическое моделирование процессов взаимодействия иони-
зирующего излучения с объектами сложной геометрии и внутренней
структуры имеет большое значение во многих приложениях. В част-
ности, в рамках задач рентгеновской диагностики материалов и кон-
струкций требуется определить и исследовать рентгеновские изобра-
жения объектов [1], а при изучении электромагнитного воздействия
проникающего излучения необходимо проанализировать распределе-
ние потоков релятивистских электронов, возникающих в результа-
те взаимодействия ионизирующего излучения с материалами объек-
тов [2].

Моделированию процессов трансформации проникающего излу-
чения в материалах посвящено большое число публикаций. В одних
работах используются и развиваются сеточные методы решения урав-
нения переноса излучения [3–5], в других разрабатываются вычисли-
тельные алгоритмы, основанные на статистическом моделировании
методом Монте-Карло процессов переноса и взаимодействия излуче-
ния с веществом [6, 7]. Преимущество метода Монте-Карло перед
альтернативными методами, основанными на численном решении ки-
нетического уравнения, определяется удобством использования и его
приспособленностью к решению сложных граничных задач распро-
странения излучения в многокомпонентных средах.

Эффективность применения метода Монте-Карло определяется в
настоящее время, во-первых, развитием способов уменьшения стати-
стической погрешности результатов расчетов и, во-вторых, прогрес-
сом в области создания быстродействующих многопроцессорных вы-
числительных систем.

Статистическое моделирование переноса электронов и других за-
ряженных частиц представляет значительно бо́льшую трудность, чем
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моделирование переноса фотонов. Взаимодействие нейтральных ча-
стиц с материалами характеризуется небольшим числом независимых
столкновений с атомами вещества и участками свободного и прямо-
линейного движения этих частиц между столкновениями. При взаи-
модействии фотонов с веществом происходит один из возможных эле-
ментарных процессов взаимодействия (поглощение, упругое или не-
упругое рассеяние). Перенос электронов и других заряженных частиц
происходит при постоянном действии кулоновских сил, приводящих
к большому числу элементарных взаимодействий. Например, фотон в
алюминии теряет энергию 500 кэВ, испытывая при этом около десяти
столкновений, а электрон теряет ту же энергию, испытывая около 105

элементарных взаимодействий.
Настоящая работа посвящена описанию методики статистического

моделирования переноса электронов в веществе. Центральным зве-
ном методики является модель “утолщенных” траекторий [8] (МУТ).
Ее преимущество заключается в отказе от использования приближен-
ных распределений теории многократного рассеяния при сохранении
экономичности вычислений. Распределения для расчетов с использо-
ванием МУТ получают путем расчетов по модели индивидуальных
соударений (МИС), которая, имея примерно одинаковую с МУТ точ-
ность, значительно проигрывает последней в быстродействии.

С помощью МУТ строятся распределения для расчетов по упро-
щенной инженерной модели электронной эмиссии с поверхности объ-
екта под действием ионизирующего излучения. Эта модель проигры-
вает в точности по сравнению с МУТ, но выигрывает в быстроте
расчетов.

Физическая модель. Рассматривается поток электронов (в том
числе родившихся внутри вещества, например, в результате взаимо-
действия с ним гамма-излучения), распространяющийся внутри плот-
ного вещества.

Задача переноса электронов в веществе ставится при достаточно
общих предположениях:

1) рассеивающие центры среды (атомы) расположены случайно;
2) электрон потока взаимодействует одновременно только с одним

рассеивающим центром;
3) электроны потока не взаимодействуют между собой.
При этих предположениях можно говорить о достаточно четкой

пространственной локализации взаимодействия и прийти к понятию
траектории частицы как некоторой ломаной, в точках излома кото-
рой происходит взаимодействие электронов с веществом и изменение
состояния частицы, т.е. направления ее движения и энергии.
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Взаимодействие электронов с веществом характеризуется упругим
рассеянием и столкновениями, сопровождающимися потерями энер-
гии, обусловленными двумя основными механизмами: радиационным
и ионизационным торможением [9].

Дифференциальное сечение упругого рассеяния аппроксимируется
формулой Мотта [6, 7]:
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где η = 1,7∙10−5Z2/3(1−β2) [1,13 + 3,76(Zα/β)2] /β2 — параметр экра-
нирования; α — постоянная тонкой структуры; Z — заряд ядер атомов
среды; N — концентрация атомов среды; re — классический радиус
электрона; β — отношение скорости электрона к скорости света; θ —
угол между направлениями движения электрона до и после столкно-
вения.

Потери энергии электрона в процессе всех типов неупругих столк-
новений учитываются в приближении непрерывного замедления, т.е.
предполагается, что за пройденный путь Δt электрон теряет энер-
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— линейная тормозная способ-

ность электрона, значения которой для разных материалов и энергий
электрона имеются, например, в базе данных1. Использование этого
приближения обусловлено отсутствием у авторов доступа к апроби-
рованной базе данных по сечениям элементарных неупругих взаимо-
действий электронов с атомами среды.

Флуктуации энергетических потерь учитываются по теории Ландау
[10], развитой Блунком и Лейзегангом [11].

Математические модели переноса электронов в веществе. Как
известно, метод Монте-Карло в задачах переноса частиц в веществе
сводится к построению большого числа траекторий частиц, предста-
вляющих некоторые ломаные линии, прямолинейные участки кото-
рых соответствуют свободным пробегам до столкновений. Свободный
пробег, результат столкновения (поглощение или рассеяние), а также
характеристики электрона после столкновения (энергия и направле-
ние движения рассеянной частицы) разыгрываются из соответствую-
щих вероятностных распределений. Результаты выборки из конечного

1www.nist.gov
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числа траекторий обрабатываются статистическими методами. Резуль-
татом моделирования является распределение частиц, вылетевших из
объекта, по энергии и направлению движения.

Распространение электронов в веществе имеет ряд характерных
особенностей, которые в большинстве случаев не позволяют непосред-
ственно моделировать их траектории с помощью метода Монте-Карло.
Электроны, двигаясь в веществе, теряют энергию в упругих и неупру-
гих столкновениях, пока их скорость не снизится до тепловой или
пока электрон не достигнет границ объекта. Определяющую роль в
их торможении играет кулоновское взаимодействие с атомами, поэто-
му длина пробега между столкновениями мала, а сами столкновения
сопровождаются в основном малыми потерями энергии. Вследствие
этого электрон испытывает на своем пути огромное число столкнове-
ний, что делает практически невозможным прямое моделирование их
траекторий (см. ниже модель индивидуальных соударений).

Эти трудности обычно обходят, используя методы группировки
столкновений [12]. При этом путь электрона в веществе моделирует-
ся с помощью так называемой вложенной траектории [13]. В отличие
от реальных траекторий, где узлами являются точки столкновений,
переход из одного узла вложенной траектории в другой есть резуль-
тат многократного рассеяния (см. ниже модель укрупненных соуда-
рений). Основой для такого моделирования являются результаты тео-
рии многократного рассеяния, в частности распределение Гоудсмита–
Саундерсона.

Для использования метода Монте-Карло не требуется, вообще го-
воря, формулировать математическую модель в виде уравнений. Но
фактически всегда можно говорить о том, что с помощью этого мето-
да решается один из вариантов кинетического уравнения. Кинетиче-
ское уравнение Больцмана в общем случае нестационарного переноса
записывается в виде

1
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где Φ(r,Ω, E, t) — дифференциальная плотность потока частиц в мо-
мент времени t в точке с координатами r, движущихся в направлении
Ω с энергией E; S(r,Ω, E, t) — плотность источников; σ =
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и
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dE dΩ
=
∑
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— полное и дифферен-

циальное сечения взаимодействия, индекс k указывает на конкретный
элементарный процесс взаимодействия. Предполагается только бинар-
ный характер соударения.
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В стационарном случае и в приближении непрерывного замедле-
ния (частица теряет энергию малыми порциями, не рассеиваясь при
этом) уравнение (1) переходит в уравнение Левиса–Спенсера [14, 15]
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— линейная тормозная способность электрона; σel и
dσel

dΩ
— полное и дифференциальное сечения упругого рассеяния.

Далее в работе будут рассмотрены общие схемы метода Монте-
Карло, которые формулируются в виде статистических моделей пере-
носа электронов в веществе, соответствующих математическим зада-
чам для кинетического уравнения переноса (1) в стационарном случае
или его упрощенного варианта (2).

Модель индивидуальных соударений. Наиболее простой и очевид-
ной моделью переноса частиц в веществе является МИС [6]. В ней
осуществляется прямое моделирование траекторий частиц, начальные
координаты, энергия и направление движения которых выбираются
или разыгрываются в соответствии с распределением источников S.
Считается, что в каждой узловой точке траектории (рис. 1) происходит
один из возможных элементарных процессов взаимодействия. Веро-
ятность каждого из этих процессов пропорциональна его вкладу в
полное сечение взаимодействия. Распределения угла рассеяния и по-
тери энергии частицы описываются дифференциальными сечениями
соответствующих элементарных процессов.

Алгоритм построения i-го звена траектории частицы в МИС имеет
следующий вид:

— розыгрыш пробега частицы в соответствии с законом ослабле-
ния Δsi = −λi−1 ln γ, λi−1 = (σi−1N)

−1, где σi−1 — полное сечение
взаимодействия электрона с веществом (см. формулу (1)) или полное

Рис. 1. Траектория электро-
на в модели индивидуаль-
ных соударений

сечение упругого рассеяния (см. формулу
(2)), λi−1 — средний свободный пробег ча-
стицы в материале объекта, γ — равномерно
распределенное на (0, 1) случайное число;

— вычисление координат точки взаимо-
действия: ri = ri−1 + ΔsiΩi−1, где Ωi−1 –
единичный вектор, указывающий направле-
ние движения частицы;

— проверка вылета частицы из объек-
та, вычисление вклада частицы в плотность
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потока, угловые и энергетические распределения частиц на границе
объекта (регистрация частицы);

— розыгрыш вида взаимодействия, вероятность каждого из кото-
рых есть pk = σ

(k)
i−1/σi−1, где σ(k)i−1 — сечение взаимодействия k-го типа;

— розыгрыш потери энергии частицы или вычисление потери

энергии по схеме непрерывного замедления: ΔEi = −

Δsi∫

0

dE

ds
ds,

dE

ds
=

(
dE

ds

)

ion

+

(
dE

ds

)

rad

;

— розыгрыш полярного угла рассеяния частицы в точке взаимодей-

ствия из распределения F (θ < θ∗) =
1

σ
(k)
i

θ∗∫

0

dσ
(k)
i

dΩ
dΩ, где dσ(k)i /dΩ —

дифференциальное сечение рассеяния при взаимодействии k-го типа;
— розыгрыш азимутального угла рассеяния ϕ∗ = 2πγ;
— определение нового направления движения рассеянной частицы

Ωi в исходной системе координат.
Модель индивидуальных соударений широко используется при мо-

делировании нейтронных и фотонных траекторий. Применение МИС
для заряженных частиц связано с огромными вычислительными затра-
тами, поскольку взаимодействие заряженных частиц обычно сопрово-
ждается очень большим числом соударений.

Модель укрупненных соударений (МУС). Для описания движения
электронов в веществе широко используется МУС [6]. Она объединяет
в себе целый класс алгоритмов, построенных с использованием метода
Монте-Карло (модель катастрофических столкновений, модель малых
передач энергии и др.) на основе идеи вложенных траекторий и теории
многократного рассеяния (см. выше). При построении МУС предпо-
лагается, что на каждом из звеньев вложенной траектории частицы
происходит большое число индивидуальных соударений. Распределе-
ния углов рассеяния и потерь энергии в конце каждого из звеньев тра-
ектории берутся из теории многократного рассеяния. Распределения,
используемые в этой теории, — приближенные и имеют ограничен-
ную область применимости. Длина звена вложенной траектории не
разыгрывается, а выбирается определенным образом в соответствии с
областью применимости теории многократных соударений. Вычисли-
тельные схемы МУС необходимо тщательно сопоставлять с резуль-
татами расчетов, проведенных с использованием более детальной и
точной МИС, для исключения систематических погрешностей.

Алгоритм построения i-го звена вложенной траектории электрона
(рис. 2) в МУС строится по следующей схеме:
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Рис. 2. Построение алгоритма по модели укрупненных соударений

— выбор криволинейного отрезка траектории Δt(Ei−1);
— розыгрыш угла многократного рассеяния θ∗(Δt, γ) из распреде-

ления Гоудсмита–Саундерсона:

F (Δt, cos θ∗) =
∞∑

l=0

(

l +
1

2

)

exp(−ΔtGl)Pl(cos θ
∗),

Gl = 2πN

1∫

−1

dσel

dΩ
[1− Pl(μ)]dμ,

где dσel/dΩ — дифференциальное сечение упругого рассеяния; Pl(μ) —
полином Лежандра; N — плотность атомов среды;

— вычисление или розыгрыш прямолинейного шага траектории
Δs(Δt, θ∗) и радиального смещения ρ(Δt, θ∗) каким-либо приближен-
ным способом (см., например, работы [6, 9]);

— розыгрыш азимутального угла рассеяния ϕ∗ = 2πγ;
— определение новых координат электрона ri;
— регистрация электрона, если он вылетел из объекта;
— розыгрыш потери энергии из интегральных распределений Лан-

дау, Блунка–Лейзеганга или вычисление энергии электрона Ei по схе-
ме непрерывного замедления;

— определение нового направления движения электрона Ωi в ис-
ходной системе координат.

По вычислительным затратам МУС значительно экономичнее
МИС. Недостатком МУС является наличие в расчетах системати-
ческой погрешности, обусловленной приближениями теории много-
кратного рассеяния и использованием приближенных формул для
вычисления прямолинейного шага траектории Δs(Δt, θ∗) и радиаль-
ного смещения ρ(Δt, θ∗) (см. рис. 2).

Модель “утолщенных” траекторий. В настоящей работе для опи-
сания движения электронов в веществе предлагается МУТ [8], которая
относится к классу моделей, основанных на методе вложенных тра-
екторий. Однако в отличие от известных алгоритмов, построенных с
использованием этого метода, в МУТ не используются приближенные
распределения теории многократных столкновений. Вычислительная
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Рис. 3. Задача о движении электрона в трубке

схема МУТ аналогична МИС. В ней также проводится розыгрыш сна-
чала длины прямолинейного участка траектории, а затем энергии и
направления движения рассеянной частицы.

Все распределения, необходимые для розыгрышей параметров тра-
ектории и энергии электрона, получают заранее с использованием
МИС. Для этого решают вспомогательную задачу о рассеянии элек-
тронов, движущихся вдоль трубки (рис. 3). “Толщина” этой трубки ме-
няется вдоль траектории электрона и зависит от его текущей энергии:
2ρ = nλ, где λ = (σel ∙N)

−1 — средний свободный пробег электрона,
который определяется через полное сечение упругих столкновений; N
— концентрация атомов вещества. Коэффициент пропорциональности
n зависит от материала, внутри которого движется электрон, энергии
электрона, и определяется в результате анализа результатов расчетов
с использованием модели индивидуальных соударений. Длина трубки
zmax определяется из условия малости потери энергии электроном, на-
пример, zmax = z|E=0,9E0 , т.е. длина трубки ограничивается величиной,
на которой электрон теряет 10 % своей начальной энергии. Оценка
zmax может быть проведена, например, в приближении непрерывного
замедления.

В указанной задаче вклад электрона в искомые распределения на
выходе из трубки вычисляется при выполнении одного из трех усло-
вий:

1) если электрон вылетел за боковую поверхность трубки, т.е. по-
перечное (перпендикулярное оси симметрии трубки) смещение элек-
трона ρ∗ > ρ;

2) если электрон начал движение в обратном (по отношению к на-
чальному) направлении, т.е. cos θ∗ < 0 (θ∗ — угол между осью трубки,
которая выбирается в направлении первоначального движения элек-
трона, и направлением движения после очередного столкновения);

3) если электрон вылетел через “дно” трубки, т.е. его продольное
смещение z превысило длину трубки z > zmax.
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Рис. 4. Вероятность прохождения электроном пути s > zs > zs > z при начальной
энергии 900, 700, 500 и 300 кэВ (соответственно 1, 2, 3 и 4)

В результате получают: 1) плотность распределения электронов по
координате и начальной энергии f1(z|E0); 2) плотность распределе-
ния электронов по косинусу угла рассеяния, координате и начальной
энергии f2(cos θ

∗|z, E0); 3) плотность распределения электронов по
конечной энергии, координате и начальной энергии f3(E|z, E0) или
среднюю конечную энергию электронов Ē(z, E0) (для схемы непре-
рывного замедления).

В качестве примера на рис. 4 изображены графики зависимости ве-
роятности P (s > z) прохождения электроном пути s > z в трубке для
различных начальных энергий электрона. Эти зависимости получены
для железа описанным выше способом.

На рис. 5 приведена плотность распределения f2(cos θ∗|z, E0), рас-
считанная для моделирования переноса электронов в железе методом
“утолщенных” траекторий (E0 = 500 кэВ).

Указанные выше распределения используются для розыгрышей
всех необходимых величин в алгоритме построения i-го звена “утол-
щенной” траектории электрона (рис. 6), который состоит из следую-
щих этапов.

1. Pозыгрыш пробега электрона Δsi(Ei−1, γ) в соответствии с рас-
пределением f1(z|E0).

2. Bычисление координат i-го узла траектории ri = ri−1 +
+ΔsiΩi−1

(
θ∗i−1, ϕ

∗
i−1

)
.

3. Pозыгрыш энергии электрона в i-м узле траектории
Ei(Ei−1,Δsi, γ) в соответствии с распределением f3(E|z, E0) (для
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Рис. 5. Плотность распределения f2(cos θ∗|z,E0)f2(cos θ
∗|z,E0)f2(cos θ
∗|z,E0)

схемы непрерывного замедления энергия электрона находится по
таблице Ei(Δsi, Ei−1)).

4. Pозыгрыш азимутального угла рассеяния в соответствии с рав-
номерным распределением ϕ∗i = 2πγ. Угол ϕ∗ отсчитывается от оси
x системы координат, связанной с текущим звеном траектории. Ось z
этой системы координат совпадает с осью трубки, а оси x, y опреде-
ляются аналогично работе [16].

5. Уточнение положения i-го узла траектории путем его смещения
в поперечном направлении на полуширину траектории ρ∗ (ϕ∗, ρi (Ei));
проверка вылета электрона из объекта (рис. 6). Если электрон вылетел
из объекта, то его траектория заканчивается.

6. Pозыгрыш косинуса полярного угла рассеяния θ∗(Ei−1,Δsi, γ) в
соответствии с распределением f2(cos θ

∗|z, E0).

Рис. 6. Схема построения i-го узла “утолщенной” траектории электрона
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7. Oпределение направления движения рассеянного электрона
Ωi (θ

∗, ϕ∗) в исходной системе координат.
8. Bычисление вклада в плотность потока от (i+ 1)-го звена тра-

ектории электрона. Для этого определяется расстояние s от i-го узла
траектории до границ объекта в направлении движения электрона Ωi.
Если s > zmax(Ei), то регистрации электрона не происходит, если
же s 6 zmax(Ei), то так же, как в п. 3, находится энергия E элек-
трона, вылетевшего из объекта, и электрон регистрируется с весом

W (s, Ei) = 1 −
s∫

0

f1 (t|Ei)dt, равным вероятности прохождения элек-

троном расстояния s.
Замечание. Основную трудность при розыгрыше необходимых параметров

траектории электрона ξ (Δs, cos θ∗, E) представляет решение уравнения γ =

=
ξ∫

ξmin

f (t|P ) dt (здесь P — набор параметров соответствующего распределения;

γ ∈ (0, 1) — равномерно распределенная случайная величина). Вычисление ξ на
каждом звене траектории, учитывая, что число таких траекторий может достигать
1010, требует неприемлемо больших вычислительных затрат. Поэтому в приведен-
ном алгоритме, аналогично работам [16, 17], предусмотрено использование заранее
подготовленных (путем численного решения указанного уравнения) таблиц ξ (P, γ),
построенных с заданной точностью на равномерных сетках по γ и P . При этом
внимание уделяется как точности вычисления интеграла, так и требованию малости
изменения значений в соседних ячейках таблиц. Применение этих таблиц позволяет
свести вычисление ξ к нескольким арифметическим операциям определения номера
элемента массива ξ (P, γ).

Модель “утолщенных” траекторий реализована в виде параллель-
ного программного кода на многопроцессорной вычислительной си-
стеме с распределенной памятью МВС-15000.

В качестве примера рассмотрена модельная задача о прохождении
плоскопараллельного потока электронов с начальной энергией 2 МэВ
в железной пластине толщиной 0,5 мм. Результаты расчетов по МУТ
сравнивались с результатами расчетов, полученных с использованием
МИС. Получено совпадение результатов в рамках статистической по-
грешности. При этом время расчетов с использованием МИС на два
порядка превышает аналогичный показатель для МУТ.

Отметим, что время, затраченное на получение распределений для
МУТ, сравнимо c временем расчетов по МИС или превышает его и
составляет значительную величину даже на современных многопро-
цессорных суперкомпьютерах. Однако очевидным является преиму-
щество МУТ перед МИС, которое заключается в том, что трудоем-
кий расчет распределений для МУТ проводится только один раз для
конкретного материала (например, железа). В дальнейшем эти распре-
деления в виде двумерных и трехмерных таблиц могут многократно
использоваться при решении различных задач переноса частиц в ве-
ществе.
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Модификации алгоритмов статистического моделирования пе-
реноса электронов. Естественным обобщением методов статистиче-
ского моделирования, в основе которых лежит предварительный рас-
чет плотности распределений характеристик электронных потоков,
может служить следующий подход (рис. 7).

Вводится дискретная сетка по r ({ri}
I
i=0 = {r0, . . . , rI = λ (ε0)};

λ (ε0) — тормозная способность электрона с энергией ε, r0 = 0 —
начало траектории). На этой сетке путем моделирования траектории
движения электрона se (начальное направление движения электрона
совпадает с направлением оси z) рассчитывается (например, с исполь-
зованием модели “утолщенных” траекторий) многомерная плотность
распределения f (r,Ω, ε, t|ε0), где ε0, ε — начальная и текущая энергии
электрона; Ω — текущее направление движения электрона; t — попе-
речное смещение. Эта функция может многократно использоваться
для решения задач о переносе электронов в различных постановках.

В качестве другой модификации обсуждаемых алгоритмов рассмо-
трим следующий подход для решения задачи об электронной эмиссии
из плоского приграничного слоя объекта под действием ионизирую-
щего излучения. Такие задачи актуальны во многих практических при-
ложениях [18]. Статистическую модель переноса электронов в пригра-
ничном материале объекта можно построить, если заранее получить
плотность распределения f(E,Ω|E0,Ω0, h) вылетающих электронов
по глубине рождения h, начальной энергии E0, начальному напра-
влению движения Ω0, конечной энергии E и конечному направлению
движения Ω (рис. 8). Такую модель будем называть в дальнейшем ин-
женерной.

Рассмотренные многомерные функции требуют очень большого
объема памяти для хранения таблиц их значений и поэтому являются
неудобными для использования в практических задачах.

Рис. 7. Схема расчета распределения
характеристик электронных потоков

Рис. 8. Траектория электрона в при-
граничном слое объекта
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Однако, в ряде приложений нет необходимости в детальном опи-
сании параметров электронных потоков. Например, во многих зада-
чах радиографии [19] необходимо определить энергетический спектр
электронов, покидающих облучаемый объект, а угловое распределе-
ние не играет заметной роли. В этом случае упрощением рассмо-
тренной выше инженерной модели может быть переход к распреде-
лениям вероятности вылета p = p(h,E0, θ0) и средней потери энер-
гии Ē = Ē(h,E0, θ0) вылетевшего электрона. При этом многомерная
функция распределения заменяется на две трехмерные таблицы. Та-
кое упрощение не дает угловых распределений электронов эмиссии, а
также не учитывает разброса энергий этих электронов, который тем
больше, чем меньше вероятность вылета электрона.

Учесть распределение энергий вылетающих электронов в опи-
санной выше простейшей инженерной модели удается введением
искусственного среднеквадратичного отклонения (дисперсии) σ =
= Ē

√
p(1− p), где значения величин p и Ē выбираются из указанных

выше трехмерных таблиц. Потери энергии электрона разыгрываются
при этом по формуле

E = Ē +
√
2σerfinv

{
(2γ − 1) erf(Ē/σ

√
2)
}
,

где erf(x) =
2
√
π

x∫

0

exp(−t2)dt — функция ошибок; erfinv(x) — обрат-

ная функция ошибок. Предложенная аппроксимация энергетического
распределения электронов не следует из каких-либо априорных со-
ображений. Ее применимость и работоспособность проверяются эм-
пирически с помощью вычислительных экспериментов.

Для анализа эффективности рассмотренных статистических моде-
лей переноса электронов были проведены расчеты электронных по-
токов, вылетающих из железной пластины при облучении ее гамма-
излучением. Более подробное описание численного эксперимента из-
ложено в работе [20]. Для расчетов использовались три рассмотрен-
ные модели: МУТ (на рисунках ниже — MUT), инженерная модель без
дисперсии (Ray1), инженерная модель с дисперсией (Ray2). Результа-
ты расчетов и эффективность алгоритмов сравнивалась с аналогич-
ными расчетами, проведенными с использованием широко известного
пакета MCNP [7]. На рис. 9, 10 изображены графики полученных спек-
тральных зависимостей электронов.

В расчетах использовался точечный источник фотонов с энергией
500 и 100 кэВ.

Результатом расчетов является нормированное энергетическое рас-
пределение фото- и комптоновских электронов fe (E), т.е.
Emax∫

0

fe (E) dE = 1.
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Рис. 9. Спектры электронов, инжектируемых с границы объекта, облучаемого
фотонами с энергией 100 кэВ, рассчитанные по моделям MUT (M), Ray1 (◦),
Ray2 (– – –– – –– – –) и с использованием программного пакета MCNP (—————————)

Рис. 10. Спектры электронов, инжектируемых с границы объекта, облучаемого
фотонами с энергией 500 кэВ; обозначения см. рис. 9
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Сравнительный анализ результатов показывает, что инженерная
модель без дисперсии дает неудовлетворительный результат, в то вре-
мя как использование той же модели с дисперсией позволяет получать
спектры, близкие к результатам расчетов по МУТ и MCNP.

Отметим, что первый максимум спектра (около 25 кэВ при исполь-
зовании фотонов с энергией 100 кэВ и около 250 кэВ для источника с
энергией 500 кэВ) обусловлен главным образом комптоновскими элек-
тронами, а второй максимум (соответственно 90 и 490 кэВ) — фото-
электронами.

Приведем в заключение оценки эффективности предложенных мо-
делей. Расчеты по МУТ требуют примерно в 30–40 раз меньше време-
ни, чем по MCNP, а по инженерной модели примерно в 20 раз меньше,
чем по МУТ при использовании одного и того же числа фотонных тра-
екторий.
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