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ЗНАКОВЫЕ КРИТЕРИИ НЕЗАВИСИМОСТИ
НАБЛЮДЕНИЙ В МОДЕЛИ
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ АВТОРЕГРЕССИИ
ПОРЯДКА (1,1)
Построены свободные от распределения знаковые критерии для
проверки независимости наблюдений, описываемых уравнением
пространственной авторегрессии порядка (1,1). Найдено точное
распределение статистик критериев, доказана их асимптотиче-
ская нормальность.

Ключевые слова: знаковый критерий, знаковые методы, пространствен-
ная авторегрессия.

Модель пространственной авторегрессии широко используется в
экономике [1], естественных [2] и технических [3] науках. Система-
тическое изучение ее статистических свойств началось с работ Тьост-
хейма [4, 5]. К настоящему времени в рамках этой модели решены
основные задачи параметрического анализа [6].

В настоящей работе предпринимается попытка непараметрическо-
го (знакового) анализа этой модели. В одномерном случае аналогич-
ные задачи для авторегрессии решены в работе [7], для уравнения
скользящего среднего — в работе [8].

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2009. № 2 115



Постановка задачи. Рассмотрим стационарное поле Xij , i, j =
= 0,±1,±2, . . . на плоской целочисленной решетке, описываемой
уравнением пространственной авторегрессии порядка (1, 1):

Xij = a10Xi−1,j+a01Xi,j−1+a11Xi−1,j−1+εij , i, j = 0,±1,±2, . . . (1)

где εij — независимые одинаково распределенные случайные величи-
ны с неизвестной функцией распределения F (x); a = (a10, a01, a11) —
неизвестный вектор параметров авторегрессионной модели.

Проверим по наблюдениям Xij , i = 0, . . .m, j = 0, . . . , n, гипотезу
H0 о независимости наблюдений в (1), т.е.

H0 : a = 0.

В качестве альтернативы будем рассматривать гипотезы H+pq и H−pq о
том, что координата apq вектора a отлична от нуля, т.е. для любых
(p, q) ∈ B = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}

H+pq : apq > 0, akl = 0 для любых (k, l) 6= (p, q),

H−pq : apq < 0, akl = 0 для любых (k, l) 6= (p, q).

Мы будем строить критерии, основанные не на самих наблюдени-
ях, а на их знаках, точнее на матрице S, состоящей из элементов

Sij = sign(Xij), i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n,

где

sign(x) =

{
−1, если x < 0,

1, если x ≥ 0.

Обозначим Q критическую область знакового критерия, т.е. такое
подмножество множестваS матриц размера m×n с элементами из −1
и 1, что при S ∈ Q гипотеза H0 отклоняется. Тогда функция мощности
P (a,Q) этого критерия имеет вид

P (a,Q) =
∑

s∈Q

P{S = s|a},

где P{S = s|a} — вероятность события {S = s} при альтернативе a.
Для проверки H0 против H+pq и H−pq мы будем строить локально

наиболее мощные знаковые критерии, т.е. критерии, функции мощно-
сти P (a,Q) которых наиболее круто изменяются в направлении apq в
окрестности нуля. Другими словами, Q выбирается так, чтобы

∂P (a,Q)

∂apq

∣
∣
∣
∣
a=0

=
∑

s∈Q

∂P{S = s|a}
∂apq

была максимальной при H+pq и минимальной при H−pq.
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Основные результаты. Обозначим

E = −
∫ 0

−∞
tF ′(t) dt, K = 4F ′(0)E,

zpq =
m∑

i=p+1

n∑

j=q+1

sijsi−p,j−q, Zpq =
m∑

i=p+1

n∑

j=q+1

SijSi−p,j−q.

Теорема 1. Пусть функция распределения случайных величин εij
удовлетворяет следующим условиям:

F (0) = 1/2, F ′(0) > 0; (2)

E(ε11) = 0; (3)

E[|F ′(θuX11)−

− F ′(0)||X11|]→ 0 при u→ 0 для любого θ ∈ (0, 1). (4)

Тогда для любых (p, q) ∈ B при альтернативах H+pq, H
−
pq

P{S = s|a}) = 2−mn(1 +Kzpqapq) + o(apq) при apq → 0.

Доказательство теоремы 1 см. в приложении.
Замечание. Легко видеть, что условие (4) выполнено, если суще-

ствуют такие r ∈ (0, 1] и L > 0, что

E|ε11|
1+r <∞, |F ′(t)− F ′(0)| ≤ L|t|r ∀t ∈ R.

Действительно, в этом случае

E[|F ′(θuX11)− F
′(0)||X11|] ≤

≤ EL|θuX11|
r|X11| ≤ L1|u|E|ε11|

1+r → 0 при u→ 0.

В частности, теорема 1 может быть справедлива для поля Xij с беско-
нечной дисперсией.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2)–(4). Тогда:
1) H0 отклоняется в пользу H+pq на уровне значимости α, если

Zpq > C, и принимается в противном случае; постоянная C находится
из условия P{Zpq > C} = α при H0, (p, q) ∈ B;

2) H0 отклоняется в пользу H−pq на уровне значимости α, если
Zpq < C, и принимается в противном случае; постоянная C находится
из условия P{Zpq < C} = α при H0, (p, q) ∈ B.

Доказательство. Так как при H0 случайные величины Xij неза-
висимы и одинаково распределены, то P{S = s} = 2−mn для любой

s ∈ S. Поэтому Q будет состоять из тех s, в которых
∂P{S = s|a}

∂apq
принимает наибольшие значения для H+pq и наименьшие для H−pq,
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(p, q) ∈ B, а количество элементов в Q будет определяться уровнем
значимости критерия (если Q состоит из k элементов, то уровень зна-
чимости будет равен k ∙ 2−mn).

Из теоремы 1 следует, что

∂P{S = s|a})
∂apq

∣
∣
∣
∣
a=0

= 2−mnKzpq, (p, q) ∈ B.

Отметим, что E > 0, и, следовательно, K > 0. Таким образом, при
проверке H0 против H+pq критическое множество Q+pq состоит из тех
матриц s, для которых zpq > C, где постоянная C определяется уров-
нем значимости критерия, (p, q) ∈ B.

Аналогично при проверке H0 против H−pq критическое множество
Q−pq состоит из тех матриц s, для которых zpq < C, (p, q) ∈ B.

Распределение статистик Zpq при гипотезе H0. Для практиче-
ского применения построенных критериев нужно знать распределение
Zpq, (p, q) ∈ B, при гипотезе H0. Квантили распределения Zpq нахо-
дятся при помощи следующей теоремы.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (2)–(4). Тогда при гипотезе
H0 справедливы следующие утверждения:

1) статистика Zpq представима в виде

Zpq = 2ξ − (m− p)(n− q),

где случайная величина ξ имеет биномиальное распределение с пара-

метрами (m− p)(n− q) и
1

2
;

2) Zpq асимптотически нормальна с EZpq = 0 и DZpq=(m−p)(n−q),
(p, q) ∈ B.

Доказательство. Покажем, что Zpq — сумма независимых случай-
ных величин с нулевым математическим ожиданием и единичной дис-
персией. При H0 наблюдения Xij совпадают с εij и поэтому являются
независимыми одинаково распределенными случайными величинами.
Из условия (2) следует, что при H0 случайные величины Sij прини-
мают значения ±1 с вероятностью 1/2. Если (i − p, j − q) 6= (k, l)
и (k − p, l − q) 6= (i, j), то независимость SijSi−p,j−q и SklSk−p,l−q
очевидна. В противном случае, например при (i− p, j− q) = (k, l), не-
зависимость SijSi−p,j−q и Si−p,j−qSi−2p,j−2q вытекает из независимости
событий {SijSi−p,j−q = 1} и {Si−p,j−qSi−2p,j−2q = 1}, i, j = 0,±1, . . . ,
т.е. равенства

P{SijSi−p,j−q = 1, Si−p,j−qSi−2p,j−2q = 1} =

= P{SijSi−p,j−q = 1}P{Si−p,j−qSi−2p,j−2q = 1}.

118 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2009. № 2



Это соотношение следует из того, что, с одной стороны,

P{SijSi−p,j−q = 1, Si−p,j−qSi−2p,j−2q = 1} =

= P{Sij = Si−p,j−q = Si−2p,j−2q = 1}+

+ P{Sij = Si−p,j−q = Si−2p,j−2q = −1} =
1

8
+
1

8
=
1

4
,

а с другой стороны,

P{SijSi−p,j−q = 1} = P{Sij = Si−p,j−q = 1}+

+ P{Sij = Si−p,j−q = −1} =
1

4
+
1

4
=
1

2
,

и аналогично

P{Si−p,j−qSi−2p,j−2q = 1} =
1

2
.

Из этих же выкладок вытекает, что для любых (p, q) ∈ B

E(SijSi−p,j−q) = 0, D(SijSi−p,j−q) = 1, i, j = 0,±1, . . . ,

а следовательно, в соответствии с центральной предельной тео-
ремой распределение Zpq асимптотически нормально с EZpq = 0,
DZpq = (m− p)(n− q), (p, q) ∈ B.

Далее, поскольку

P{SijSi−p,j−q = 1} = P{SijSi−p,j−q = −1} =
1

2
,

то
1 + SijSi−p,j−q

2
имеет распределение Бернулли с параметром

1

2
, а

ξ =
m∑

i=p+1

n∑

j=q+1

1 + SijSi−p,j−q
2

=
(m− p)(n− q)

2
+
1

2
Zpq

— биномиальное распределение с параметрами (m− p)(n− q) и
1

2
.

Приложение. Доказательство теоремы 1. Чтобы избежать громозд-
ких обозначений, докажем теорему для альтернативы a = (a10, 0, 0),
a10 6= 0; для остальных альтернатив apq 6= 0, (p, q) ∈ B, доказательство
аналогично.

Обозначим I(A) — индикатор подмножества A в пространстве эле-
ментарных событий Ω, Iij = I(Sij = sij). Отметим, что при альтерна-
тиве (a10, 0, 0)

Iij =
1 + sij
2
− sijI(εij < −a10Xi−1,j).
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Определим случайные величины g(p, q) по формуле

g(p, q) =






(
m∏

i=1

q−1∏

j=1

Iij

)(
p∏

i=1

Iiq

)

, если q > 1,

p∏

i=1

Iiq, если q = 1.

Обозначим Apq σ-алгебру, порожденную при q > 1 случайными вели-
чинами

{εij, 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ q − 1} ∪ {εiq, 0 ≤ i ≤ p− 1},

а при q = 1 случайными величинами

{εiq, 1 ≤ i ≤ p− 1}.

Так как g(p−1, q) измерима относительно Apq, а εpq и Apq независимы,
по формуле полного математического ожидания

Eg(p, q) = E[g(p− 1, q)Ipq] =

= E

[

g(p− 1, q)

(
1 + spq
2

− spqI(εpq < −a10Xp−1,q)

)]

=

= E

[

g(p− 1, q)E

(
1 + spq
2

− spqI(εpq < −a10Xp−1,q)

∣
∣
∣
∣Apq

)]

=

= E

[

g(p− 1, q)

(
1 + spq
2

− spqF (−a10Xp−1,q)

)]

,

где при p = 1 по определению g(p − 1, q) = g(m, q − 1). Дальнейшее
изложение доказательства теоремы 1 опирается на две леммы.

Лемма 1. Пусть для функции F (t) и случайной величины X11
выполнены условия (2)–(4). Тогда для любых m,n ≥ 1 и для любой
ограниченной случайной величины η

E[ηF (uX11)] =
1

2
Eη + uF ′(0)E[ηX11] + o(u), u→ 0,

в частности,

E[ηF (uX11)] =
1

2
Eη + o(1), u→ 0.

Доказательство. Из формулы Тейлора следует, что

F (t)− F (0)− F ′(0)t = (F ′(θt)− F ′(0))t, 0 ≤ θ ≤ 1.

Поэтому из (4) вытекает, что

E|ηF (uX11)− ηF (0)− ηF
′(0)(uX11)| ≤

≤ E[|F ′(uX11θ)− F
′(0)||uX11|] = o(u) при u→ 0,

откуда с учетом (2) следует утверждение леммы.
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Продолжим доказательство теоремы. Применяя лемму 1 к
η = g(p− 1, q), u = −a10 и X11 = Xp−1,q, получаем

Eg(p, q) =
1

2
Eg(p− 1, q) + a10spqF

′(0)E[g(p− 1, q)Xp−1,q] + o(a10).

В частности,

Eg(p, q) =
1

2
Eg(p− 1, q) + o(1), a10 → 0.

Поскольку

Eg(1, 1) = E

[
1 + s11
2

− s11I(ε11 < −a10X01)

]

=

= E

[

E

[
1 + s11
2

− s11I(ε11 < −a10X01)

∣
∣
∣
∣A11

]]

=

=
1 + s11
2

− s11EF (−a10X01) =

=
1 + s11
2

− s11

(
1

2
− F ′(0)a10EX01 + o(a10)

)

=

=
1 + s11
2

−
1

2
s11 + o(a10) =

1

2
+ o(a10), (5)

то, рассуждая по индукции (где элемент Eg(p, q) имеет номер
m(q − 1) + p), получаем, что

Eg(p, q) = 2−m(q−1)−p + o(1), a10 → 0.

Лемма 2. В условиях теоремы 1

E[g(p, q)Xpq] = spqE2
−m(q−1)−p+1 + o(1), a10 → 0.

Доказательство. Поскольку εpq не зависит от Apq, то

E(εpq|Apq) = Eεpq = 0.

Отсюда и из измеримости Xp−1,q и g(p − 1, q) относительно Apq, а
также из (2) и (6) следует, что

E[g(p, q)Xpq] = E[g(p, q)(a10Xp−1,q + εpq)] = E[g(p, q)εpq)] + o(1) =

= E[E[g(p−1, q)Ipqεpq|Apq]]+o(1) = E[g(p−1, q)E[Ipqεpq|Apq]]+o(1) =

= E

[

g(p−1, q)E

[
1+spq
2

εpq−spqεpqI(εpq<− a10Xp−1,q)

∣
∣
∣
∣Apq

]]

+ o(1) =
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=
1 + spq
2
E[g(p− 1, q)E(εpq)− spqE[g(p− 1, q)E[εpqI(εpq <

< −a10Xp−1,q)|Apq]] + o(1) =

= −spqE



g(p− 1, q)

−a10Xp−1,q∫

−∞

tF ′(t) dt



+ o(1) =

= −spqE



g(p− 1, q)

0∫

−∞

tF ′(t) dt



+ o(1) =

= spqEE[g(p− 1, q)] + o(1) = spqE2
−m(q−1)−p+1 + o(1), a10 → 0.

Лемма 2 доказана.
Из лемм 1 и 2 следует, что

Eg(p, q) =

=
1

2
Eg(p− 1, q)+a10spqF

′(0)E
[
sp−1,qE2

−m(q−1)−p+2 + o(1)
]
+ o(a10) =

=
1

2
Eg(p− 1, q) = a10spqsp−1,qF

′(0)E2−m(q−1)−p+2 + o(a10).

Полученная рекуррентная формула для Eg(p, q) с начальным условием
(5) дает

Eg(p, q) = 2−m(q−1)−p

[

1 + a104F
′(0)E

p∑

i=2

q∑

j=1

sijsi−1,j

]

+ o(a10).

Так как P{S = s|a} = Eg(m,n), теорема 1 доказана.
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