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К уравнению Абеля приводят задачи нелинейной оптики при
описании сверхизлучательной лавины [1–3], теории конечной упру-
гости [4], нелинейной диффузии [5], задачи оптимизации стержня
реактора [6], нелинейной теплопроводности установившегося режи-
ма [7–9], нелинейной волновой теории [10].

В связи с тем, что дифференциальное уравнение Абеля в общем
случае не разрешимо в квадратурах, а наличие подвижных особых
точек (критических полюсов) не позволяет применять к этому урав-
нению существующие приближенные методы, задача приближенно-
го решения уравнения Абеля является актуальной. Она разбивается
на: 1) приближенное решение дифференциального уравнения в обла-
сти аналитичности; 2) нахождение подвижных особых точек решения
дифференциального уравнения Абеля с заданной точностью; 3) при-
ближенное решение дифференциального уравнения Абеля в окрест-
ности подвижной особой точки.

В настоящей работе представлено исследование приближенного
решения рассматриваемого уравнения в окрестности подвижной осо-
бой точки.

Теорема существования решения дифференциального уравне-
ния Абеля в окрестности подвижной особой точки. Рассмотрим
задачу Коши для уравнения Абеля в нормальной форме

w′(x) = w3(x) + Φ(x); (1)

w(x0) = w0, (2)

к которому приводится с помощью определенной замены переменных
дифференциальное уравнение Абеля 1-го рода

w′(x) = f0(x) + f1(x)w(x) + f2(x)w
2(x) + f3(x)w

3(x).
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В свою очередь к уравнению Абеля 1-го рода с помощью некоторой
замены переменных приводится уравнение Абеля 2-го рода [11]

[g0(x)+g1(x)w(x)]w
′(x) = f0(x)+f1(x)w(x)+f2(x)w

2(x)+f3(x)w
3(x).

Теорема 1. Пусть
1) функция Φ(x) ∈ C∞ в области

(x∗ − x) < ρ1, (3)

где 0 < ρ1 = const, x∗ — подвижная особая точка решения задачи
(1)–(2);

2)

∣
∣
∣
∣
Φ(n)(x)

n !

∣
∣
∣
∣ 6M1, ∀ x из (3), где n = 0, 1, 2, . . . , M1 = const.

Тогда существует единственное решение уравнения (1) в виде

w(x) = (x∗ − x)ρ
∞∑

0

Cn(x
∗ − x)n/2, (4)

где ρ = −
1

2
; C0 6= 0, правильная часть которого сходится в области

x∗ − x < R1 (5)

∀ x < x∗, где

R1 = min{ρ1, ρ2}, ρ2 =
1

3
√
24(1 +M)2

,

M = sup
n,G

∣
∣
∣
∣
Φ(n)(x)

n !

∣
∣
∣
∣ , n = 0, 1, 2, ... , G = {x : x∗ − ρ1 < x < x∗}.

Доказательство. Находим формальное решение уравнения (1) в
окрестности подвижной особой точки x∗ в виде (4). Для этого пред-
ставим Φ(x) в окрестности точки x∗ в виде

Φ(x) =
∞∑

0

An(x
∗ − x)n (6)

в силу того, что для Φ(x) точка x∗ — регулярная. Подставляя (4) и (6)
в (1), получаем

−
∞∑

0

Cn

(
ρ+

n

2

)
(x∗ − x)

n
2
+ρ−1 =

=

(
∞∑

0

Cn(x
∗ − x)

n
2
+ρ

)3

+
∞∑

0

An(x
∗ − x)n
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или, после преобразования,

−
∞∑

0

Cn

(n
2
+ ρ
)
(x∗ − x)

n
2
+ρ−1 =

∞∑

0

Dn(x
∗ − x)

n
2
+3ρ, (7)

где Dn = C∗∗n для n = 2k, k = 0, 1, 2, . . . ; Dn = C∗∗n для n = 1;
Dn = C

∗∗
n + An1 для n = 2k + 1, k = 1, 2, . . . , n1 = 0, 1, . . . ;

C∗∗n =
n∑

0

CiC
∗
n−i, C∗n =

n∑

0

CiCn−i.

Равенство (7) обратится в тождество при условиях
n

2
+ ρ− 1 =

n

2
+ 3ρ; (8)

−Cn
(n
2
+ ρ
)
= Dn. (9)

Из (8) получаем ρ = −
1

2
, а соотношение (9) позволяет однозначно

определить все Cn. Таким образом, получаем формальное предста-
вление решения уравнения (1) в виде (4) в окрестности подвижной
особой точки x∗. В силу однозначности определения коэффициентов
Cn из (9) следует единственность полученного формального решения.

Покажем сходимость правильной части ряда в правой части равен-
ства (4) в области (5). Из условия 2 теоремы 1 следует существование

M = sup
n,G

∣
∣
∣
∣
Φ(n)(x)

n !

∣
∣
∣
∣ , (10)

где M = const, n = 0, 1, 2, . . . , G = {x : x∗ − ρ1 < x < x∗}. Следова-
тельно,

|An| ≤M, n = 0, 1, 2, . . . . (11)

Из (9) имеем C0 = ±
1
√
2
, C1 = 0, C2 = 0, C3 = −

2

5
A0, C4 = 0,

C5 = −
2

5
A1, . . . . С учетом (11) методом математической индукции

доказана справедливость оценок

|C3n| 6
22n−4

3n+ 2
(1 +M)n = ϑ3n; (12)

|C3n+1| 6
22n−4

3n+ 3
(1 +M)n = ϑ3n+1; (13)

|C3n+2| 6
22n−4

3n+ 4
(1 +M)n = ϑ3n+2. (14)

Ограничимся случаем оценки (12). Предположим для определенности,
что 3n + 3 = 2k + 1, k = 0, 1, 2, . . . . Тогда из (9) с учетом (12)–(14)
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имеем

3n+ 5

2
|C3n+3| ≤

∣
∣
∣
∣
∣

3n+1∑

0

Ci+1C3n+2−i +
3n+2∑

1

CiC
∗
3n+3−i + Ak−1

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣

3n+1∑

0

Ci+1C3n+2−i +
3n+2∑

1

Ci

3n+3−i∑

1

CjC3n+3−j + Ak−1

∣
∣
∣
∣
∣
6

6 (1 +M)n+1 ∙ 22n−6 + 22n−5(1 +M)n+1 +M 6 22n−3(1 +M)n+1.

Окончательно

|C3n+3| 6
22n−2(1 +M)n+1

3n+ 5
.

Аналогично подтверждаются оценки (13) и (14).
Рассмотрим ряд

∞∑

1

ϑn(x
∗ − x)

n−1
2 , (15)

в силу условий (12)–(14) мажорирующий для ряда
∞∑

1

Cn(x
∗ − x)

n−1
2 . (16)

В силу закономерности для коэффициентов Cn представим ряд (15) в
виде

∞∑

1

ϑn(x
∗ − x)

n−1
2 =

∞∑

1

ϑ3n(x
∗ − x)

3n−3
2 +

+
∞∑

1

ϑ3n+1(x
∗ − x)

3n−2
2 +

∞∑

1

ϑ3n+2(x
∗ − x)

3n−1
2 .

Для каждого ряда в правой части последнего равенства с учетом оце-
нок (12)–(14) имеем область сходимости

x∗ − x <
1

3
√
24(1 +M)2

= ρ2.

Положим R1 = min{ρ1, ρ2}. Так как ряд (15) — мажорирующий для
ряда (16), то получаем сходимость ряда (16) в области (5).

Построение приближенного решения в окрестности подвиж-
ной особой точки. Исследование влияния возмущения подвижной
особой точки на приближенное решение.

Теорема 2. Для приближенного решения

wN(x) =
N∑

0

Cn(x
∗ − x)

n−1
2 (17)
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задачи (1)–(2) в окрестности подвижной особой точки x∗ : x∗−ρ2<
< x < x∗ справедлива оценка погрешности

|w(x)− wN(x)| = ΔwN(x) 6 Δ,

где

Δ =
22n−4(1 +M)n(x∗ − x)

3n−3
2

1− 22(1 +M)(x∗ − x)3/2

(
1

3n+ 2
+
(x∗ − x)1/2

3n+ 3
+
x∗ − x
3n+ 4

)

в случае N + 1 = 3n,

Δ =
22n−4(1 +M)n(x∗ − x)

3n−2
2

1− 22(1 +M)(x∗ − x)3/2
×

×

(
1

3n+ 3
+
(x∗ − x)1/2

3n+ 4
+
4(1 +M)(x∗ − x)

3n+ 5

)

для N + 1 = 3n+ 1 и

Δ =
22n−4(1 +M)n(x∗ − x)

3n−1
2

1− 22(1 +M)(x∗ − x)3/2

(
1

3n+ 4
+
4(1 +M)(x∗ − x)1/2

3n+ 5
+

+
4(1 +M)(x∗ − x)

3n+ 6

)

в случае варианта N + 1 = 3n+ 1, где M и R1 взяты из теоремы 1.
Доказательство теоремы основано на оценке выражения

|w(x)− wN(x)| = ΔwN(x) =

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

N+1

Cn(x
∗ − x)

n−1
2

∣
∣
∣
∣
∣

с учетом оценок для Cn из теоремы 1.
В связи с тем, что существующие методы позволяют получить

подвижные особые точки лишь приближенно, с заданной точностью,
то вместо приближенного решения (17) имеем

w̃N(x) = (x̃
∗ − x)−

1
2

N∑

0

C̃n(x̃
∗ − x)n/2, (18)

где C̃n, x̃∗ — приближенные значения. Следующая теорема позволяет
исследовать влияние возмущения подвижной особой точки на при-
ближенное решение уравнения (1) в окрестности указанной особой
точки.

Теорема 3. Пусть
1) Φ(x) ∈ C∞ в области (5);
2) ∣

∣
∣
∣
Φ(n)(x)

n !

∣
∣
∣
∣ 6M1 (19)

∀ x из (5); M1 = const, n = 0, 1, 2, . . . ;
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3) x̃∗ 6 x∗;
4) известна оценка погрешности значения x̃∗ : x∗ − x̃∗ 6 Δx̃∗;
5) Δx̃∗ < 1/ 3

√
210(1 +M)2, где

M = sup
n

∣
∣
∣
∣
Φ(n)(x̃∗)

n !

∣
∣
∣
∣ , ΔM =

(

sup
n,G

∣
∣
∣
∣
Φ(n+1)(x)

n !

∣
∣
∣
∣

)

Δx̃∗,

n = 0, 1, 2, . . . , G = {x : x̃∗ −Δx̃∗ 6 x 6 x̃∗}.

Тогда для приближенного решения (18) задачи (1)–(2) для любого x из
областей

(x̃∗ −R2, x̃
∗ −Δx̃∗], (20)

(x̃∗ −Δx̃∗, x̃∗] (21)

справедлива оценка погрешности

Δw̃N(x) 6 Δ0 +Δ1 +Δ2 +Δ3,

где

Δ0 6
Δx̃∗

2
√
2α3/2

;

Δ1 6
2βΔx̃∗(1 +M)α1/2(1 + 16(1 +M)α + 64(1 +M)α2)

1− 210(1 +M)2α3
+

+
Δx̃∗(1 +M)(1 + 2α + 16(1 +M)α2)

2(1− 27(1 +M)2α3)
;

Δ2 6
ΔMα(1 + (1 +M +ΔM)α3/2)

1− 27(1 +M +ΔM)2α3

(
1
√
2
+
8

9
α1/2 +

4
√
2

5
α

)

;

Δ3 6
22n−4(1 +M)nα

3n−3
2

1− 4(1 +M)α3/2

(
1

3n+ 2
+

α1/2

3n+ 3
+

α

3n+ 4

)

в случае N + 1 = 3n,

Δ3 6
22n−4(1 +M)nα

3n−2
2

1− 4(1 +M)α3/2

(
1

3n+ 3
+

α1/2

3n+ 4
+
4(1 +M)α

3n+ 5

)

для N + 1 = 3n+ 1 и в случае N + 1 = 3n+ 2

Δ3 6
22n−4(1 +M)nα

3n−1
2

1− 4(1 +M)α3/2

(
1

3n+ 4
+
4(1 +M)α1/2

3n+ 5
+
4(1 +M)α

3n+ 6

)

,

где

α =

{
x̃∗ − x для x из области (20),
x̃∗ для x из области (21);

R2 = min

{

R1,
1

(210(1 +M)2)1/3

}

; R1 − из теоремы 1;
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β =

{
1 для x из области (20),
2 для x из области (21).

Доказательство.

|w(x)− w̃N(x)| 6 |w − w̃|+ |w̃ − w̃N | =

=

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

0

Cn(x
∗ − x)

n−1
2 −

∞∑

0

C̃n(x̃
∗ − x)

n−1
2

∣
∣
∣
∣
∣
+

+

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

0

C̃n(x
∗ − x)

n−1
2 −

N∑

0

C̃n(x̃
∗ − x)

n−1
2

∣
∣
∣
∣
∣
6

6 |C̃0|

∣
∣
∣
∣

1

(x∗−x)1/2
−

1

(x̃∗−x)1/2

∣
∣
∣
∣+

∞∑

0

|C̃n|
(
(x∗−x)

n−1
2 −(x̃∗−x)

n−1
2

)
+

+
∞∑

0

ΔC̃n(x̃
∗−x+Δx̃∗)

n−1
2 +

∞∑

N+1

C̃n(x̃
∗−x)

n−1
2 = Δ0+Δ1+Δ2+Δ3.

Учитывая, что C0 = ±
1
√
2
, C1 = C2 = 0, а следовательно, ΔC̃0 =

= ΔC̃1 = ΔC̃2 = 0, получаем

Δ0 6 |C0| ∙

∣
∣
∣
∣

1

(x∗ − x)1/2
−

1

(x̃∗ − x)1/2

∣
∣
∣
∣ 6

Δx̃∗

2
√
2(x̃∗ − x)3/2

.

При оценкеΔ1 суммирование проводим отдельно по целым и дробным
степеням:

Δ1 6
∞∑

1

|C̃n|
(
(x̃∗ − x+Δx̃∗)

n−1
2 − (x̃∗ − x)

n−1
2

)
=

=
∞∑

1

|C̃2n|
(
(x̃∗ − x+Δx̃∗)

2n−1
2 − (x̃∗ − x)

2n−1
2

)
+

+
∞∑

1

|C̃2n−1|
(
(x̃∗ − x+Δx̃∗)n−1 − (x̃∗ − x)n−1

)
= Δ11 +Δ12.

Принимая во внимание структуру оценок Cn, для Δ11 в области
Δx̃∗ 6 x̃∗ − x получаем

Δ11 =
∞∑

2

|C̃2n|
(
(x̃∗ − x+Δx̃∗)

2n−1
2 − (x̃∗ − x)

2n−1
2

)
=

=
∞∑

1

|C̃6n−2|
(
(x̃∗ − x+Δx̃∗)

6n−3
2 − (x̃∗ − x)

6n−3
2

)
+
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+
∞∑

1

|C̃6n|
(
(x̃∗ − x+Δx̃∗)

6n−1
2 − (x̃∗ − x)

6n−1
2

)
+

+
∞∑

1

|C̃6n−2|
(
(x̃∗ − x+Δx̃∗)

6n+1
2 − (x̃∗ − x)

6n+1
2

)
6

6
2Δx̃∗(1+M)(x̃∗−x)1/2(1+24(1+M)(x̃∗ − x)+26(1+M)(x̃∗−x)2)

1−210(1 +M)2(x̃∗ − x)3

при условии x̃∗ − x < 1/ 3
√
210(1 +M)2. В случае x̃∗ − x < Δx̃∗ для

Δ11 имеем

Δ11 6
22(1 +M)(Δx̃∗)3/2(1 + 24(1 +M)Δx̃∗ + 26(1 +M)(Δx̃∗)2)

1− 210(1 +M)2(Δx̃∗)3
;

при этом Δx̃∗ < 1/ 3
√
210(1 +M)2.

Аналогичным образом получаем оценки и для Δ12:

Δ12 6
Δx̃∗(1 +M)(1 + 2(x̃∗ − x) + 24(1 +M)(x̃∗ − x)2)

2(1− 27(1 +M)2(x̃∗ − x)3)

в области Δx̃∗ 6 x̃∗ − x при условии x̃∗ − x < 1/ 3
√
27(1 +M)2.

В случае x̃∗ − x < Δx̃∗

Δ12 6
Δx̃∗(1 +M)(1 + 2Δx̃∗ + 24(1 +M)(Δx̃∗)2)

2(1− 27(1 +M)2(Δx̃∗)3)
;

при этом Δx̃∗ < 1/ 3
√
27(1 +M)2.

Переходим к оценке Δ2. Принимая во внимание оценки для ΔC̃n

ΔC̃3n 6
22n−4ΔM

3n+ 2
(1 +M +ΔM)n−1;

ΔC̃3n+1 6
22n−4ΔM

3n+ 3
(1 +M +ΔM)n−1;

ΔC̃3n+2 6
22n−4ΔM

3n+ 4
(1 +M +ΔM)n−1,

где

M = sup
n

∣
∣
∣
∣
Φ(n)(x̃∗)

n !

∣
∣
∣
∣ ; ΔM =

(

sup
n,G

∣
∣
∣
∣
Φ(n+1)(x)

n !

∣
∣
∣
∣Δx̃

∗

)

;

G = {x : x∗ −Δx̃∗ 6 x 6 x̃∗},

полученные методом математической индукции, и разделяя целые и
дробные степени в выражении Δ2, получаем

Δ2 =
∞∑

0

ΔC̃n(x̃
∗ − x+Δx̃∗)

n−1
2 =

∞∑

0

ΔC̃2n(x̃
∗ − x+Δx̃∗)

2n−1
2 +
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+
∞∑

1

ΔC̃2n−1(x̃
∗ − x+Δx̃∗)n−1 =

∞∑

1

ΔC̃6n−2(x̃
∗ − x+Δx̃∗)

6n−3
2 +

+
∞∑

1

ΔC̃6n(x̃
∗ − x+Δx̃∗)

6n−1
2 +

∞∑

1

ΔC̃6n+2(x̃
∗ − x+Δx̃∗)

6n+1
2 +

+
∞∑

1

ΔC̃6n−3(x̃
∗ − x+Δx̃∗)3n−2 +

∞∑

1

ΔC̃6n−1(x̃
∗ − x+Δx̃∗)3n−1+

+
∞∑

1

ΔC̃6n+1(x̃
∗ − x+Δx̃∗)3n 6

6
ΔM(x̃∗ − x)(1 + (1 +M +ΔM)(x̃∗ − x)3/2)

1− 27(1 +M +ΔM)2(x̃∗ − x)3
×

×

(
1
√
2
+
8

9
(x̃∗ − x)1/2 +

4
√
2

5
(x̃∗ − x)

)

.

Выражения оценки для Δ2 получены для области

x̃∗ −
1

3
√
27(1 +M +ΔM)2

6 x 6 x̃∗ −Δx̃∗.

Для области x̃∗−Δx̃∗ < x 6 x̃∗ в выражении оценкиΔ2 нужно (x̃∗−x)
заменить величиной Δx̃∗.

Оценка для Δ3 следует из теоремы 2, при этом связь между индек-
сами N и n осуществляется исходя из выбора одного из трех соотно-
шений: 1) N + 1 = 3n; 2) N + 1 = 3n+ 1; 3) N + 1 = 3n+ 2.

Вводя обозначения

α =

{
x̃∗ − x для x из области (20),
Δ̃x∗ для x из области (21);

β =

{
1 для x из области (20),
2 для x из области (21);

R2 = min

{

R1,
1

3
√
210(1 +M)2

}

,

получаем возможность в одном варианте оценок для Δ0, Δ1, Δ2, Δ3
охватить две области их существования.

Рассмотрим задачу Коши

y′ = y3, y(1) = 1,

которая имеет точное решение y = 1/
√
3− 2x; точное значение по-

движной особой точки x∗ = 1,5. Для расчетов взяты следующие пара-
метры: x̃∗ = 1,49; Δx̃∗ = 0,01; x1 = 1,4; x2 = 1,45; N = 6. Результаты
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расчетов приведены в таблице.

x w(x) w̃6(x) Δ Δ̃ |Δ− Δ̃|

1, 4 2, 236 2, 357 0, 121 0, 209 0, 088
1, 45 3, 162 3, 535 0, 37 0, 45 0, 08

Здесь x — значение аргумента; w(x) — точное значение решения;
w̃6(x) — приближенное решение; Δ — абсолютная величина погреш-
ности; Δ̃ — оценка величины погрешности, полученная по теореме 3;
|Δ − Δ̃| — абсолютная величина разности абсолютной величины по-
грешности и оценки, полученной по теореме 3.
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