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О ПРИМЕНЕНИИ ВОРТОННЫХ РАМОК
В МЕТОДЕ ВИХРЕВЫХ ЧАСТИЦ

Рассмотрена модификация метода вихревых частиц для расчета
пространственного обтекания тел потоком идеальной жидкости
и вычисления нестационарных нагрузок. В качестве вихревых ча-
стиц используются сферические вортоны, а для выполнения гра-
ничного условия на поверхности тела — вортонные рамки. Описан
алгоритм и приведены результаты тестового расчета обтекания
сферы.

В настоящее время при решении связанных задач гидроупругости
с применением методов вычислительной гидродинамики затраты ма-
шинного времени, необходимые для моделирования течения и расчета
нестационарных гидродинамических нагрузок, как правило, на поря-
док превышают затраты времени на расчет динамики конструкции.
Наибольшую сложность представляет расчет нагрузок в том случае,
когда требуется моделирование явлений, обусловленных отрывом по-
тока с поверхности гладких деформируемых тел при расчете пере-
ходных режимов (например, при выдвижении упругой конструкции в
поток). В связи с этим для эффективного решения инженерных за-
дач актуально использование бессеточных методов расчета отрывных
течений с использованием упрощенных моделей среды.

Вихревые методы [1, 2], основанные на рассмотрении эволюции
поля завихренности, позволяют вместо вычисления скорости и давле-
ния в каждой узловой точке сетки сосредоточить вычислительные ре-
сурсы в ограниченной пространственной области, где завихренность
отлична от нуля. Это дает возможность рассчитать с приемлемой
для инженерных расчетов точностью нестационарные нагрузки при
меньших по сравнению с сеточными методами затратах машинного
времени.

Для исследования пространственных течений вихревыми метода-
ми используются трехмерные вихревые элементы — вортоны: вихре-
вая точка [3], вихревой сгусток (vortex blob) [4], вихревой отрезок
[5]. Настоящая работа опирается на метод [6], в котором используется
сферический вортон.

Вихревые методы решения уравнения движения среды позволяют
точно выполнить граничные условия на бесконечности. Для удовле-
творения граничных условий на поверхности обтекаемого тела требу-
ется применение специальной расчетной схемы. Методика построения
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указанной расчетной схемы является одним из узких мест вихревых
методов.

В настоящей работе предлагается использовать на поверхности те-
ла новый граничный элемент — замкнутую рамку, составленную из
сферических вортонов, — вортонную рамку.

Постановка задачи. Пусть тело движется в невязкой жидкости
с постоянной плотностью ρ = const, заполняющей все безгранич-
ное пространство. Рассматривается нестационарное трехмерное поле
скоростей ~V (~r, t). Движение жидкости описывается уравнением не-
разрывности div ~V = 0 и уравнением Эйлера, которое для решения
задачи вихревым методом записывается в форме Ламба:

d~Ω

dt
=
(
~Ω∇

)
~V , (1)

где ~Ω = rot~V — завихренность.
Граничные условия заданы на бесконечности в виде

lim
r→∞

~V (~r, t) = ~V∞ = const

и на поверхности тела S как
[
~V (~rS, t)− ~VS (~rS, t)

]
~nS = 0,

где ~VS (~rS, t) — скорость движения точки c радиус-вектором ~rS на
поверхности тела; ~nS — внешняя нормаль к поверхности тела в этой
точке.

При дискретизации уравнений движения жидкости согласно мето-
ду вихревых частиц [6] область, занятая завихренностью (вихревой
след), аппроксимируется множеством из N дискретных вихревых эле-
ментов — вортонов. Вортон в данном случае представляет собой сфе-
ру, заполненную завихренностью. Параметрами i-го вортона являются
радиус-вектор центра сферы ~ri, радиус сферы εi и вектор завихрен-
ности ~ωi. Скорость, индуцируемая вортоном в точке наблюдения с
радиус-вектором ~r0, определяется зависимостью

~Ui (~r0, t) = ~K (εi, ~r0 − ~ri)× ~ωi (t) ,

где

~K (ε, ~r) =






−
~r

4π |~r|3
f

(
|~r|
ε

)

, ~r 6= 0;

0, ~r = 0,

f (x) =
2 x5 + 5 x3

2
(
x2 + 1

)5
2

.
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Если известны параметры всех вортонов вихревого следа, то ско-
рость жидкости в точке наблюдения вычисляется по формуле

~V (~r0, t) = ~V∞ +
N∑

i=1

~Ui (~r0, t) . (2)

Давление на заданном шаге расчета в точке пространства с радиус-
вектором ~r0 может быть найдено с использованием аналога интеграла
Коши–Лагранжа, рассмотренного в работе [7]:

p (~r0, t) = p∞ + ρ
~V 2∞
2
− ρ

~V (~r0, t)
2

2
−

− ρIborn (t) + ρ
N∑

i=1

~V (~ri, t) ∙ ~Ui (~r0, t), (3)

где Iborn — вклад в давление от вортонов, рожденных на текущем шаге.
В методе вихревых частиц изменение поля завихренности с тече-

нием времени складывается из движения вортонов по линиям тока,
изменения векторов завихренности вортонов, эволюции радиуса вор-
тона и процесса генерации новых вортонов.

Движение вортонов описывается системой дифференциальных
уравнений

d~ri

dt
= ~V (~ri, t), i = 1, . . . , N. (4)

Изменение векторов завихренности вортонов описывает система
дифференциальных уравнений, получаемая из уравнения (1)

d~ωi

dt
= ~Q(~ri, t), i = 1, . . . , N. (5)

При движении вихревого следа для выполнения теорем Кельвина
и Гельмгольца необходимо изменение радиуса вортонов. В работе [6]
предлагается метод “расплющивания ядра”. Он заключается в том, что
на шаге расчета вортон удлиняется в направлении вектора завихрен-
ности. Этот процесс описывается дифференциальными уравнениями

dLi

dt
=
L0i

|~ωi|

∣
∣
∣
∣
d~ωi

dt

∣
∣
∣
∣ ; (6)

dεi

dt
= −

εi (t)

2L0i

dLi

dt
, (7)

где L0i — диаметр вортона в начале шага интегрирования, Li — длина
вортона в направлении вектора завихренности в конце шага интегри-
рования.

106 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2008. № 2



Удлиненный вортон в конце шага интегрирования заменяется сфе-
рой равного объема. Скорректированный вектор завихренности опре-
деляется по формуле

|~ω∗i (t+ dt)| = |~ωi (t+ dt)|

(
ε(t)

ε(t+ dt)

)2
.

В рассматриваемой задаче считается, что процесс генерации зави-
хренности происходит только вблизи поверхности тела. Это соответ-
ствует подходу Прандтля, при котором эффекты вязкости, порождаю-
щие завихренность, учитываются только в тонком пограничном слое
около тела.

Процесс генерации завихренности моделируется рождением сфе-
рических вортонов вблизи поверхности тела. Параметры вновь обра-
зованных вортонов подлежат определению из граничных условий на
поверхности тела. На этом этапе расчетов предлагается использовать
вортонные рамки.

Применение вортонных рамок. В настоящее время для описания
процесса генерации завихренности в методе вихревых частиц исполь-
зуются вспомогательные дискретные особенности: поверхностные ис-
точники [6], вихревые плитки [8], замкнутые вихревые рамки, соста-
вленные из вихревых отрезков [9]. С их помощью на поверхности тела
формируется расчетная схема для удовлетворения граничного условия
непротекания. Таким образом, в ходе расчета возникает необходимость
перехода от вспомогательных вортонов на теле к вортонам, моделиру-
ющим вихревой след. Указанный переход достаточно сложен, может
приводить к потере точности и неустойчивости счета, а также требует
дополнительных вычислительных ресурсов. Цель настоящей работы
— построение расчетной схемы на теле, не требующей применения
вспомогательных вортонов. Для этого развиваются идеи метода дис-
кретных вихрей с замкнутыми вихревыми рамками [9].

В методе [9] вихревые рамки, каждая из которых моделирует от-
дельный, охватываемый ею, элемент вихревой поверхности, обеспе-
чивают гидродинамическую замкнутость вихревой системы. Условие
постоянства циркуляции по замкнутым контурам, охватывающим об-
текаемый объект, удовлетворяется в данной схеме автоматически.

В предлагаемой расчетной схеме вихревые отрезки, составляющие
рамку, аппроксимируются сферическими вортонами. При этом обра-
зуется новый объект — вортонная рамка (рис. 1).

Параметрами i-го рожденного вортона являются: точка рождения
с радиус-вектором ~rBi , радиус сферы εBi и вектор завихренности ~ωBi .
Расчетная схема строится таким образом, что ~rBi , εBi и направление
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Рис. 1. Вортонная рамка

вектора ~ωBi задаются геометрией обтекаемого тела, а неизвестной ве-
личиной, определяемой из условия непротекания, является только мо-
дуль вектора ~ωBi .

Пусть j-я m-угольная вихревая рамка задана радиус-векторами
вершин ~rjs (s = 1, . . . ,m), контрольной точки, в которой задано усло-
вие непротекания, ~k0j, циркуляцией Γj и внешней нормалью к поверх-
ности в контрольной точке ~nj . Тогда параметры вихревых элементов
вортонной рамки определяются выражениями

~rBjsz = ~rjsz + z
Ljs

us + 1
~τjs + δ ~nj; εBjsz =

Ljs

us + 1
;

~ωBjsz = Γj ~τjs; z = 1, . . . , us.

(8)

где Ljs — длина, а ~τjs — единичный направляющий вектор s-го вихре-
вого отрезка; us — число вортонов, аппроксимирующих отрезок.

В отличие от метода замкнутых вихревых рамок, где рассматри-
ваются фиксированные линии отрыва вихревого следа, для вортон-
ных рамок используется модель “потока завихренности” (vorticity flux)
[10], в которой завихренность генерируется по всей поверхности обте-
каемого тела и все вортоны каждой рамки после рождения пополняют
вихревой след. Такая модель эффективна при решении задачи о коле-
баниях упругих тел вращения в жидкости, когда обтекаемая упругая
деформируемая поверхность является гладкой и заранее невозможно
указать области схода вихрей в поток. Для реализации “потока зави-
хренности” в соотношения (8) вводится параметр 0 < δ < min εBi ,
который задает возвышение вортона над телом.

Как следует из соотношений (8) вортоны, рождающиеся над одной
рамкой имеют одинаковый модуль вектора ~ωBi , равный циркуляции
рамки Γj . Циркуляции находятся из решения системы линейных ал-
гебраических уравнений, соответствующих условиям непротекания в
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контрольных точках ~k0j
N∑

l=1

Γl

(
~Wl

(
~k0j

)
∙ ~nj
)
= −

[
~V
(
~k0j

)
− ~VS

(
~k0j

)]
~nj, j = 1, . . . , N,

(9)

где ~Wl (~r0) =
m∑

s=1

us∑

z=1

~K
(
εBlsz, ~r0 − ~r

B
lsz

)
× ~τls — вектор влияния вортон-

ной рамки; ~V
(
~k0j

)
— скорость жидкости в контрольной точке, вы-

числяемая по формуле (2); ~VS
(
~k0j

)
— скорость тела в контрольной

точке, заданная уравнениями движения.
Для замкнутых тел матрица системы (9) получается вырожденной.

В этом случае используется регуляризация, применяемая в методе дис-
кретных вихрей [1, 9].

Алгоритм решения задачи. В основе алгоритма решения задачи
лежит конвейер из пяти операций.

1. Построение расчетной схемы из n вортонных рамок на поверх-
ности тела. На первом этапе поверхность тела разбивается на рамки.
Определяются число сторон, координаты вершин, координаты кон-
трольных точек и нормалей в них. На втором этапе вычисляются па-
раметры вортонных рамок (8). На третьем этапе решается система
алгебраических уравнений (9) и находятся неизвестные циркуляции
Γj (j = 1, . . . , n).

2. Пополнение вихревого следа новыми вортонами.
3. Восстановление поля давлений на поверхности тела по фор-

муле (3) и вычисление гидродинамических нагрузок на данном шаге
расчета.

4. Интегрирование уравнений динамики тела под действием вычи-
сленных нагрузок. Находится новое положение, скорость и деформи-
рованная форма поверхности, которая используется далее на первой
операции конвейера.

5. Интегрирование уравнений эволюции вихревого следа. Все диф-
ференциальные уравнения интегрируются численно методом первого
порядка. Вортоны перемещаются в соответствии с (4), (5) и транс-
формируются согласно (6), (7). При перемещении вихревых частиц
проверяется условие проницаемости. Вортоны, попавшие внутрь те-
ла, возвращаются в поток, с использованием алгоритма, применяемого
в методе дискретных вихрей [1].

Цикл вычислений продолжается до достижения конечного времени
вычислений или до остановки вычислений пользователем программы.

Как показывают методические расчеты, для устойчивого счета до-
статочно применять вортонные рамки с параметром us = 1 (один
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вортон на стороне). Для снижения размерности задачи эффективным
оказался прием объединения вортонов, принадлежащих соседним рам-
кам, после решения системы (9). В этом случае векторы завихренности
вортонов складываются.

Структура задачи, использующая единый вихревой элемент — вор-
тон — и единый граничный элемент на его основе делает алгоритм
максимально приспособленным к проведению параллельных вычи-
слений при решении задач обтекания и гидроупругости.

Результаты тестирования метода. Для тестирования метода была
решена модельная задача с использованием безразмерных параметров.
В вычислительном эксперименте изучалось обтекание жесткой непо-
движной сферы радиусомR = 0,5. В начальный момент времени среда
(ρ = 1) приходит в движение со скоростью ~V∞ = { 1, 0, 0 }

т.
Сфера разбита на n = 162 рамки (две десятиугольных рамки в

полюсах и 160 четырехугольных рамок на остальной поверхности).
Возвышение вортонов над телом принято равным δ = 0,01.

Интегрирование системы дифференциальных уравнений эволюции
завихренности проводилось с шагом Δt = 0,04. Критерием останова
расчета считалось установление коэффициента сопротивления. Уста-
новление считалось достигнутым в момент времени ti, если на ин-
тервале [ti − 50Δt; ti] среднее квадратическое отклонение зависимо-
сти Cx(t) не превышало σ = 0,05. В проведенном расчете критерий
выполнялся уже на 150-м шаге расчета, однако для контроля устой-
чивости решения счет продолжался еще 20 шагов, в течение которых
критерий не был нарушен. На рис. 2 показан вид вихревого следа,
сформированного вортонами, число которых N = 13840, после 170
шагов расчета (t = 6,8).

Оценка достоверности результатов проводилась путем сравнения с
известными экспериментальными данными. На рис. 3 мгновенные ли-
нии тока, вычисленные на 170-м шаге, наложены на фотографию
осредненного потока при обтекании шара для числа Рейнольдса
Re = 15000 [12]. Видно хорошее качественное совпадение картин
течения.

Рис. 2. Вид вихревого следа, сформированного вортонами
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Рис. 3. Вычисленные линии тока в
сравнении с экспериментом [12]

Рис. 4. Распределение давления в срав-
нении с экспериментом [13]

Рис. 5. Вычисленные значения коэффи-
циента сопротивления в сравнении с
результатами эксперимента (штриховая
линия) [13]

На pис. 4 показано распре-
деление давления на поверхно-
сти для докритического и за-
критического течения [13]. Бы-
ли построены 60 эпюр p(ϕ),
вычисленных на каждом ша-
ге по времени в интервале
t ∈ [4,6; 6,8]. Для модели-
рования эффекта демпфирова-
ния пульсаций давления измери-
тельной аппаратурой в числен-
ном эксперименте давление для
каждой точки эпюры p(ϕ) бы-
ло взято средним на интервале
t ∈ [4,6; 6,8]. Эти средние значения указаны на рис. 4 точками.

На рис. 5 дан график изменения во времени осевой составляющей
силы сопротивления в сравнении с результатом для Re = 15000 из ра-
боты [13]. Среднее значение, найденное по результатам вычислений,
Cx = 0,57. Разница с экспериментальным значением Cxэ = 0,49 соста-
вляет 16 %.

Расчет, в котором было выполнено 170 полных циклов вычисли-
тельного конвейера, занял на персональном компьютере с процессо-
ром Pentium IV (2,6 ГГц) 16 часов. Для решения аналогичной неста-
ционарной задачи методом конечных объемов потребовалось на том
же компьютере 120 часов расчета.

Выводы. Построена модификация метода вихревых частиц для
численного моделирования пространственных нестационарных тече-
ний идеальной жидкости с использованием вортонных рамок на теле
для удовлетворения граничного условия непротекания и вычисления
нестационарных нагрузок.
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Новизна предложенного метода заключается в универсальном под-
ходе к моделированию геометрии обтекаемой поверхности и вихрево-
го следа на базе единого вихревого элемента. При этом, как и в методе
замкнутых вихревых рамок, единым подходом можно схематизиро-
вать любое тело, несущую поверхность или их комбинацию, однако в
отличие от существующего метода вихревых рамок не нужно заранее
указывать места отрыва вихрей.

Теория и алгоритм применимы для приближенного расчета гидро-
динамических нагрузок при низких дозвуковых скоростях, когда среду,
обтекающую тело, можно считать жидкостью с малой вязкостью.

Вычислительные эксперименты с использованием малого числа
вортонных рамок на теле показали высокую скорость работы алгорит-
ма, устойчивость счета и достаточно хорошее совпадение полученных
с его помощью расчетных нестационарных нагрузок с эксперимен-
тальными данными. В то же время следует отметить большие коли-
чественные расхождения экспериментальной и вычисленной эпюры
распределения давления по поверхности шара, особенно в области
передней критической точки. Данное расхождение может быть объ-
яснено использованием в полюсах десятиугольной вортонной рамки
большого размера, что приводит к искажению поля скоростей вблизи
критической точки. В настоящее время на основе анализа полученных
результатов идет работа по совершенствованию методики расчета.

Предложенный в настоящей работе подход планируется применить
для исследования колебаний упругих конструкций в потоке.

Работа поддержана грантом РФФИ № 06-08-00646.
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