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СТАБИЛИЗАЦИЯ ПРОГРАММНОГО ДВИЖЕНИЯ,
СООТВЕТСТВУЮЩЕГО ЗАДАННОМУ
ИЗМЕНЕНИЮ ВЫХОДА АФФИННОЙ СИСТЕМЫ

Для аффинной динамической системы со скалярным управлением
и выходом установлены условия, при которых программное дви-
жение, соответствующее заданному изменению выхода системы,
равномерно асимптотически и экспоненциально устойчиво. Приве-
ден пример расчета.

Для аффинной стационарной динамической системы со скалярным
управлением и выходом задача реализации заданного изменения вы-
хода заключается в поиске такого управления, при котором система
следует по траектории, на которой выход системы является заданной
функцией времени. Поскольку в начальный момент времени выход
системы может отличаться от заданного, а на саму систему могут
действовать неконтролируемые возмущения, возникает задача стаби-
лизации заданного изменения выхода.

Если в Rn аффинная система преобразуется к нормальной фор-
ме [1], то заданное изменение выхода при фиксированных начальных
условиях по всем переменным, согласованным с заданным значени-
ем выхода в начальный момент времени, однозначно определяет про-
граммное движение системы. В этом случае задача стабилизации за-
данного изменения выхода может быть сведена к задаче стабилизации
указанного программного движения. В свою очередь, задача равно-
мерной асимптотической или экспоненциальной стабилизации про-
граммного движения сводится к задаче равномерной асимптотической
или экспоненциальной стабилизации нулевого положения равновесия
нестационарной системы в отклонениях.

В частном случае, когда стабилизируется заданное постоянное зна-
чение выхода, система в отклонениях является стационарной. Без огра-
ничения общности считают, что стабилизируется нулевое значение
выхода, и для систем, преобразуемых к нормальной форме с устой-
чивой нулевой динамикой, методы стабилизации хорошо разработаны
[1–4].
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В общем случае, когда желаемое изменение выхода задано как до-
статочно гладкая функция времени, также известен ряд результатов.
Один из известных подходов заключается в том, что стабилизируется
изменение выхода специальной “задающей” стационарной динамиче-
ской системы [5]. Ограниченность этого подхода заключается в труд-
ности подбора динамической системы, имеющей заданное изменение
выхода, и ряде других проблем технического характера.

В работе [6] указан класс нелинейных систем, преобразуемых к
нормальной форме, для которых по заданному изменению выхода уда-
ется найти программное движение в исходных переменных. Однако
задачу стабилизации предлагается решать лишь локально на основе
линейного приближения в окрестности положения равновесия, что
предполагает близость траекторий к положению равновесия исходной
системы. Аналогичное требование близости траектории по части пе-
ременных нормальной формы к положению равновесия присутствует
и в методе, изложенном в работе [2].

В нелокальной постановке проблема стабилизации заданного из-
менения выхода рассмотрена в работах [1, 7], где для гладкой стацио-
нарной аффинной системы, преобразуемой к нормальной форме, при-
ведено управление в виде нестационарной обратной связи и указаны
условия, при которых это управление равномерно стабилизирует ну-
левое положение равновесия нестационарной системы в отклонениях.
При этом указанное управление обеспечивает равномерную асимпто-
тическую стабилизацию заданного изменения выхода и некоторого
количества производных от выхода в силу системы, однако пробле-
ма равномерной асимптотической стабилизации по всем переменным
нормальной формы остается открытой.

В настоящей статье найдены условия, при которых в переменных
нормальной формы обеспечивается равномерная асимптотическая или
экспоненциальная стабилизация по всем переменным программного
движения, соответствующего заданному изменению выхода системы
при фиксированных начальных условиях. При этом приведены необ-
ходимые сведения о нормальной форме для стационарных аффинных
систем, рассмотрена задача нахождения программного движения и его
стабилизации, для системы в отклонениях приведена нестационарная
обратная связь и получены условия, при которых нулевое положение
равновесия замкнутой системы равномерно асимптотически устойчи-
во и экспоненциально устойчиво. Приведен пример локальной экспо-
ненциальной стабилизации.

Нормальная форма аффинной системы. Приведем, следуя ра-
боте [1], основные сведения о преобразовании аффинной системы к
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нормальной форме. Гладкой аффинной системе

ẋ = A(x) + B(x)u,

y = h(x),

x ∈ Rn, u, y ∈ R1,

A(x) = (a1(x), . . . , an(x))
т, B(x) = (b1(x), . . . , bn(x))

т,

ai(x), bi(x), h(x) ∈ C∞(Rn), i = 1, n,

(1)

на Rn взаимно-однозначно соответствуют гладкие векторные поля

A =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi
, B =

n∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
.

Говорят, что выход h(x) стационарной аффинной системы (1) имеет
в точке x0 относительную степень ρ, если

1) LBLiAh(x) — производные Ли по векторным полям A и B от
выхода равны нулю в некоторой окрестности точки x0 при i < ρ− 1;

2) LBL
ρ−1
A h(x0) 6= 0.

Приведенные условия эквивалентны тому, что в некоторой окрест-
ности точки x0 производные от выхода h(x) в силу системы (1) до
порядка ρ − 1 не содержат управления, а в производную порядка ρ

управление входит с коэфициентом, отличным от нуля в точке x0 [1, 8].
Из второго свойства вытекает, что B(x0) 6= 0. Поэтому в некоторой

окрестности точки x0 существуют n− 1 функционально независимых
первых интегралов векторного поля B. Из первого условия следует,
что функции LiAh(x), i = 0, ρ− 2, являются первыми интегралами
векторного поля B. Выполнение второго условия гарантирует локаль-
ную функциональную независимость функций zi = L

i−1
A h(x), i = 1, ρ.

Добавляя к множеству функций zi, i = 1, ρ, еще m = n − ρ первых
интегралов ηk = ηk(x) векторного поля B, в окрестности точки x0

можно получить невырожденную замену переменных (zт, ηт)т = Φ(x),
где z = (z1, . . . , zρ)

т, η = (η1, . . . , ηm)т, ρ + m = n. Для упроще-
ния записи в дальнейшем будем писать (z, η) = Φ(x), опуская знаки
транспонирования.

В новых переменных система (1) запишется в виде

ż1 = z2, . . . , żρ−1 = zρ,

żρ = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = q(z, η),

y = z1,

(2)

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2006. № 4 45



который называют нормальной формой системы (1) в окрестно-
сти состояния x0. Отметим, что из LBL

ρ−1
A h(x0) 6= 0 следует, что

g(Φ(x0)) 6= 0.
Если x0 — положение равновесия системы (1), то A(x0) = 0. Без

ограничения общности можно считать, что h(x0) = 0, а функции ηk
можно выбрать так, что ηk(x0) = 0, k = 1,m. В этом случае в системе
(2) f(0, 0) = 0, q(0, 0) = 0, g(0, 0) 6= 0.

Cистему η̇ = q(0, η) называют системой нулевой динамики или
просто нулевой динамикой (нуль-динамикой [4]). Систему (1) называ-
ют минимально-фазовой (в окрестности точки x0) [5], если положе-
ние равновесия η = 0 нулевой динамики асимптотически устойчиво,
и экспоненциально минимально-фазовой, если оно экспоненциально
устойчиво.

Для минимально-фазовых систем известны методы решения за-
дачи стабилизации положения равновесия x0 системы (2) [1, 2, 4].
Они заключаются в построении обратной связи, стабилизирующей по
части переменных z положение равновесия z = 0. Локальная стаби-
лизация положения равновесия z = 0, η = 0 при этом достигается
за счет свойств нулевой динамики, а стабилизация при этом управле-
нии положения равновесия x0 следует из свойств замены переменных
(z, η) = Φ(x).

Для системы (1) также вводят нормальную форму, определенную
глобально. Говорят, что выход системы имеет относительную степень
ρ в Rn, если относительная степень выхода постоянна и равна ρ в
каждой точке из Rn. Если при этом (z, η) = Φ(x) — диффеоморфизм
из Rn на Φ(Rn), определяющий преобразование аффинной системы (1)
к нормальной форме (2), то говорят, что нормальная форма определена
глобально. Отметим, что g(z, η) 6= 0 в Φ(Rn). Аналогично определяют
нормальную форму в некоторой области Ω.

Программное движение. Рассмотрим задачу отслеживания задан-
ного изменения выхода для аффинной системы (1), глобально пре-
образуемой к нормальной форме (2). Предположим, что для системы
(1) задано изменение выхода y = ψ∗(t), t ≥ 0, где ψ∗(t) — достаточно
гладкая функция. Тогда для системы (2) задано программное изме-
нение по переменной z1, z1 = z∗1(t) = ψ∗(t), t ≥ 0. Дифференцируя
z∗1(t) по времени необходимое число раз, получим по части перемен-
ных z программную траекторию z = z∗(t) = (z∗1(t), . . . , z

∗
ρ(t))

т, t ≥ 0,
z|t=0 = z∗(0).

Подставив в систему (2) эту программную траекторию и производ-
ную ż∗ρ(t), получим

ż∗ρ(t) = f(z
∗(t), η) + g(z∗(t), η)u, t ≥ 0, (3)
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η̇ = q(z∗(t), η). (4)

Пусть для системы (4) заданы такие начальные условия η|t=0 = η0,
что задача Коши имеет решение η∗(t), определенное при t ≥ 0. Под-
ставив η∗(t) в уравнение (3) и разрешив последнее относительно u,
получим программное управление в виде

u∗(t) = (ż∗ρ(t)− f(z
∗(t), η∗(t)))/g(z∗(t), η∗(t)), (5)

которое при сделанных выше предположениях определено при t ≥ 0.
Таким образом, при заданном изменении выхода и заданных на-

чальных условиях η0 для системы (2) однозначно определено про-
граммное движение (z∗(t), η∗(t), u∗(t)), t ≥ 0, из состояния (z∗(0), η0).

В традиционной постановке [1, 2] задача стабилизации заданно-
го изменения выхода сводится к задаче стабилизации траектории по
части переменных z∗(t). При этом к траектории по части перемен-
ных η∗(t) не предъявляется каких-либо требований. Для технических
систем важным может оказаться выполнение дополнительных требо-
ваний и по переменным η, тогда возникает задача стабилизации про-
граммного движения, порожденного заданным изменением выхода.

Стабилизация программного движения. Пусть (z∗(t), η∗(t), u∗(t)) —
программное движение, определенное при t ≥ 0. Тогда имеют место
тождества

ż∗1(t) = z
∗
2(t), . . . , ż

∗
ρ−1(t) = z

∗
ρ(t),

ż∗ρ(t) = f(z
∗(t), η∗(t)) + g(z∗(t), η∗(t))u∗(t),

η̇∗(t) = q(z∗(t), η∗(t)).
(6)

Запишем систему (2) в отклонениях от программного движения.
Пусть e(t) = z(t) − z∗(t), φ(t) = η(t) − η∗(t) и u(t) = u∗(t) + δu(t).
Переходя к переменным e = (e1, . . . , eρ)

т, φ = (φ1, . . . , φm)т, ρ+m = n,
получим нестационарную аффинную систему c выходом

ė1 = e2, . . . , ėρ−1 = eρ,
ėρ = f̄(e, φ, t) + ḡ(e, φ, t)δu,

φ̇ = q̄(e, φ, t),
ȳ = e1,

(7)

где

f̄(e, φ, t) = [f(z∗(t) + e, η∗(t) + φ)− f(z∗(t), η∗(t))] +

+ [(g(z∗(t) + e, η∗(t) + φ)− g(z∗(t), η∗(t))] u∗(t),

ḡ(e, φ, t) = g(z∗(t) + e, η∗(t) + φ),

q̄(e, φ, t) = q(z∗(t) + e, η∗(t) + φ)− q(z∗(t), η∗(t)),

f̄(0, 0, t) = 0, q̄(0, 0, t) = 0.

(8)
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Задаче равномерной асимптотической стабилизации программного
движения (z∗(t), η∗(t), u∗(t)) системы (2) соответствует задача равно-
мерной асимптотической стабилизации положения равновесия e = 0,
φ = 0 системы (7).

Система (7) по форме аналогична нормальной форме (2). Будем го-
ворить, что нестационарная система (7) записана в нормальной форме.
Систему уравнений

φ̇ = q̄(0, φ, t), (9)

где q̄(0, 0, t) = 0, будем называть нулевой динамикой нестационарной
системы (7).

Если точка покоя φ = 0 нулевой динамики равномерно асимптоти-
чески устойчива, то аффинную систему (7) с выходом y = e1 будем
называть минимально-фазовой.

Стабилизация положения равновесия нестационарной мини-
мально-фазовой системы. Рассмотрим задачу равномерной асимпто-
тической стабилизации положения равновесия системы (7).

Следуя работе [8], воспользуемся методом нелинейной стабилиза-
ции и выберем управление в виде

δu = −

f̄(e, φ, t) +

ρ∑

i=1

ci−1ei

ḡ(e, φ, t)
, (10)

где коэффициенты cj , j = 0, ρ− 1, таковы, что корни многочлена λρ+

+

ρ−1∑

i=0

ciλ
i имеют отрицательные действительные части.

Первые ρ уравнений системы (7), замкнутой управлением (10),
примут вид ė = Ae, где

A =







0 1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 0 . . . 1
−с0 −с1 . . . −cρ−1





 ,

и поэтому выделенная подсистема при указанном выше способе вы-
бора коэффициентов ci асимптотически устойчива.

Условия, при которых нулевое положение равновесия системы (7)
при управлении (10) равномерно асимптотически устойчиво, дает сле-
дующая теорема.

Теорема 1. Если нестационарная каскадная система

ė = Ae, (11)

φ̇ = q̄(e, φ, t), q̄(0, 0, t) = 0, (12)
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такова, что функция q̄(e, φ, t) непрерывно дифференцируема в окрест-

ности точки (e, φ) = (0, 0), матрица Якоби
∂q̄(e, φ, t)

∂(e, φ)
ограничена по

норме равномерно по t в некоторой замкнутой ограниченной окрест-
ности точки (e, φ) = (0, 0), система нулевой динамики φ̇ = q̄(0, φ, t)
равномерно асимптотически устойчива в точке φ = 0, а линейная
подсистема (11) асимптотически устойчива в точке e = 0, то кас-
кадная динамическая система (11), (12) равномерно асимптотически
устойчива в положении равновесия (e, φ) = (0, 0).

Доказательство. Пусть P — симметрическая положительно опре-
деленная матрица, являющаяся решением стационарного уравнения
Ляпунова

PA+ AтP = −I.

Тогда для функции Ляпунова V0(e) = eтPe ее производная в силу
системы (11) равна

V̇0(e) = e
т(AтP + PA)e = −eтe = −‖e‖2.

Поскольку функция q̄(0, φ, t) непрерывно дифференцируема и ма-

трица Якоби
∂q̄(0, φ, t)

∂φ
в некоторой замкнутой окрестности точки

φ = 0 ограничена по норме равномерно по t, то для системы нулевой
динамики в некоторой окрестности точки φ = 0 при t ≥ 0 существует
такая непрерывно дифференцируемая функция V1(φ, t), что [3]

α1(‖φ‖) ≤ V1(φ, t) ≤ α2(‖φ‖),

∂V1(φ, t)

∂t
+
∂V1(φ, t)

∂φ
q̄(0, φ, t) ≤ −α3(‖φ‖),

∥
∥
∥
∥
∂V1(φ, t)

∂φ

∥
∥
∥
∥ ≤ α4(‖φ‖),

(13)

где αi(‖φ‖), i = 1, 4, — функции класса K (см. например, работу [4]).
Напомним, что функцию α(r), r ∈ [0, r0] называют функцией класса
K, если она непрерывная, монотонно возрастающая и α(0) = 0.

Рассмотрим функцию

V (e, φ, t) = V1(φ, t) + k
√
V0(e).

В окрестности точки e = 0, φ = 0 эта функция непрерывна при любом
t, и для нее при t ≥ 0 справедливо неравенство

α1(‖φ‖) + k
√
V0(e) ≤ V (e, φ, t) ≤ α2(‖φ‖) + k

√
V0(e),
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на основании которого имеем оценку

W3(e, φ) ≤ V (e, φ, t) ≤ W4(e, φ),

где W3(e, φ) = α1(‖φ‖) + k
√
eтPe, W4(e, φ) = α2(‖φ‖) + k

√
eтPe —

непрерывные положительно определенные в некоторой окрестности
(e, φ) = (0, 0) функции. Следовательно, функция V (e, φ, t) положи-
тельно определена.

Введенная функция V (e, φ, t) не является дифференцируемой в
точках с e = 0, однако производную функции

√
V0(e) =

√
eтPe в силу

сиcтемы (11), (12) при e = 0 можно доопределить по непрерывности.
Действительно,

λmin‖e‖
2 ≤ eтPe ≤ λmax‖e‖

2, (14)

где λmin > 0, λmax > 0 — наименьшее и наибольшее собственные числа
матрицы P . Поэтому

1

2
√
λmax

‖e‖ ≤
‖e‖2

2
√
eтPe

≤
1

2
√
λmin
‖e‖, (15)

а так как
d
√
V0(e)

dt
=
eт(AтP + PA)e

2
√
eтPe

= −
‖e‖2

2
√
eтPe

,

то с учетом соотношений (15) при ‖e‖ → 0 производную
d
√
V0(e)

dt
можно доопределить по непрерывности нулем при e = 0. Поэтому и
производную функции V (e, φ, t) в силу системы (11), (12)

V̇ (e, φ, t) =
∂V1(φ, t)

∂t
+
∂V1(φ, t)

∂φ
q̄(e, φ, t)−

k

2
√
eтPe

‖e‖2 =

=
∂V1(φ, t)

∂t
+
∂V1(φ, t)

∂φ
q̄(0, φ, t) +

+
∂V1(φ, t)

∂φ
(q̄(e, φ, t)− q̄(0, φ, t))−

k

2
√
eтPe

‖e‖2

можно рассматривать в окрестности точки (e, φ) = (0, 0) при t ≥ 0 как
непрерывную функцию.

Пусть Ω — некоторая достаточно малая замкнутая ограниченная
окрестность точки (e, φ) = (0, 0). В Ω× [0,+∞) справедлива оценка

∂V1(φ, t)

∂φ
(q̄(e, φ, t)− q̄(0, φ, t)) ≤

≤

∥
∥
∥
∥
∂V1(φ, t)

∂φ

∥
∥
∥
∥ ‖(q̄(e, φ, t)− q̄(0, φ, t))‖ ≤ γ

∥
∥
∥
∥
∂V1(φ, t)

∂φ

∥
∥
∥
∥ ‖e‖ ≤

≤ γα4(‖φ‖)‖e‖ ≤ c‖e‖,

(16)
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где γ = maxΩ(‖∂q̄(e, φ, t)/∂(e, φ)‖), а c = γmaxΩ α4(‖φ‖) > 0.
С учетом полученной оценки (16) и неравенств (13) и (15) для

производной функции V (e, φ, t) получим

V̇ (e, φ, t) ≤ −α3(‖φ‖) + c‖e‖ −
k

2
√
eтPe

‖e‖2 ≤

≤ −α3(‖φ‖) + c‖e‖ −
k

2
√
λmax

‖e‖.
(17)

Выбрав k > 2c
√
λmax, в Ω получаем оценку V̇ (e, φ, t) ≤ −W5(e, φ), где

W5(e, φ) = α3(‖φ‖) + c1‖e‖ > 0,

а с1 =
k

2
√
λmax

− c > 0.

Таким образом, все условия теоремы о равномерной асимпто-
тической устойчивости [3] выполнены, и положение равновесия
(e, φ) = (0, 0) является равномерно асимптотически устойчивым,
что завершает доказательство теоремы.

Отметим, что теорема 1 является обобщением на случай нестацио-
нарных систем аналогичного утверждения об асимптотической устой-
чивости каскадных стационарных систем, приведенного в работе [3].

Экспоненциальная стабилизация. Известно, что положение рав-
новесия e = 0 системы (11) с гурвицевой матрицей A экспоненциально
устойчиво [9].

Условия, при которых положение равновесия нестационарной си-
стемы (11), (12) локально экспоненциально устойчиво, дает следую-
щая теорема.

Теорема 2. Если нестационарная каскадная система (11), (12) та-
кова, что функция q̄(e, φ, t) непрерывно дифференцируема в окрест-

ности точки (e, φ) = (0, 0), матрица Якоби
∂q̄(e, φ, t)

∂(e, φ)
ограничена по

норме равномерно по t в некоторой замкнутой ограниченной окрест-
ности точки (e, φ) = (0, 0), система нулевой динамики φ̇ = q̄(0, φ, t)
локально экспоненциально устойчива в точке φ = 0, а линейная под-
система (11) экспоненциально устойчива в точке e = 0, то каскадная
динамическая система (11), (12) локально экспоненциально устойчива
в положении равновесия (e, φ) = (0, 0).

Доказательство. Из условий теоремы вытекает, что функция

q(0, φ, t) непрерывно дифференцируема, а матрица Якоби
∂q̄(0, φ, t)

∂φ
ограничена по норме равномерно по t в некоторой замкнутой огра-
ниченной окрестности точки φ = 0. Поскольку положение равнове-
сия системы нулевой динамики локально экспоненциально устойчи-
во, то [9] в некоторой окрестности положения равновесия существуют
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функция Ляпунова V1(φ, t) и положительные константы c1, c2, c3 и c4,
такие, что

c1‖φ‖2 ≤ V1(φ, t) ≤ c2‖φ‖2,

∂V1(φ, t)

∂t
+
∂V1(φ, t)

∂φ
q̄(0, φ, t) ≤ −c3‖φ‖

2,

∥
∥
∥
∥
∂V1(φ, t)

∂φ

∥
∥
∥
∥ ≤ c4‖φ‖.

(18)

Будем искать функцию Ляпунова для каскадной системы (11), (12)
в виде V (e, φ, t) = V1(φ, t) + kV0(e), где положительная константа k
подлежит определению.

Представим производную функции V (e, φ, t) в силу системы (11),
(12) в виде

V̇ (e, φ, t) =
∂V1(φ, t)

∂t
+
∂V1(φ, t)

∂φ
q̄(e, φ, t)− k‖e‖2 =

=
∂V1(φ, t)

∂t
+
∂V1(φ, t)

∂φ
q̄(0, φ, t)+

∂V1(φ, t)

∂φ
(q̄(e, φ, t)−q̄(0, φ, t))−k‖e‖2.

Пусть Ω — некоторая достаточно малая замкнутая ограниченная
окрестность точки (e, φ) = (0, 0). В Ω× [0,+∞) справедлива оценка

∂V1(φ, t)

∂φ
(q̄(e, φ, t)− q̄(0, φ, t)) ≤

≤

∥
∥
∥
∥
∂V1(φ, t)

∂φ

∥
∥
∥
∥ ‖(q̄(e, φ, t)− q̄(0, φ, t))‖ ≤ γ

∥
∥
∥
∥
∂V1(φ, t)

∂φ

∥
∥
∥
∥ ‖e‖ ≤

≤ γc4‖φ‖‖e‖ ≤ c‖φ‖‖e‖,

(19)

где γ = maxΩ(‖∂q̄(e, φ, t)/∂(e, φ)‖), а c = γc4 > 0.
Таким образом, имеем

V̇ (e, φ, t) ≤ −c3‖φ‖
2 + c‖φ‖‖e‖ − k‖e‖2. (20)

Рассмотрим правую часть неравенства (20) как квадратичную фор-
му ν относительно двух переменных ‖φ‖ и ‖e‖. Эта квадратичная
форма отрицательно определена, согласно критерию Сильвестра, при
k > c2/4c3. Следовательно, при указанном выборе константы k > 0
производная V̇ (e, φ, t) в силу системы (11), (12) отрицательно опреде-
лена в Ω, и справедлива оценка

V̇ (e, φ, t) ≤ λ‖(e, φ)т‖2, (21)

где λ < 0 — максимальное по модулю собственное число матрицы
квадратичной формы ν.
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Для функции V (e, φ, t) из неравенств (14), (18) получим

V (e, φ, t) = kV1(φ) + V0(e) ≥ kc1‖φ‖
2 + λmin‖e‖

2 ≥ c5‖(e, φ)
т‖2, (22)

V (e, φ, t) ≤ kc2‖φ‖
2 + λmax‖e‖

2 ≤ c6‖(e, φ)
т‖2, (23)

где c5 = min(kc1, λmin), c6 = max(kc2, λmax). Из полученных нера-
венств (21), (22) и (23), согласно работе [9], следует, что положение
равновесия (e, φ) = (0, 0) локально экспоненциально устойчиво, что
завершает доказательство теоремы 2.

Если положение равновесия φ = 0 системы нулевой динамики
экспоненциально устойчиво в целом, то можно ожидать, что при до-
полнительных предположениях положение равновесия каскадной си-
стемы также будет экспоненциально устойчиво в целом. Имеет место
следующая теорема.

Теорема 3. Если нестационарная каскадная система (11), (12)
такова, что функция q̄(e, φ, t) непрерывно дифференцируема в Rn,

матрица Якоби
∂q̄(e, φ, t)

∂(e, φ)
ограничена по норме в Rn равномерно по t,

положение равновесия φ = 0 системы нулевой динамики φ̇ = q̄(0, φ, t)
экспоненциально устойчиво в целом, а линейная подсистема (11) экс-
поненциально устойчива в точке e = 0, то положение равновесия
(e, φ) = (0, 0) каскадной динамической системы (11), (12) экспонен-
циально устойчиво в целом.

Доказательство этой теоремы в основных пунктах аналогично до-
казательству теоремы 2. Отличия состоят в том, что при выполнении
условий теоремы 3 существует глобально определенная функция Ля-
пунова [9] V1(φ, t), для которой глобально выполняются неравенства
(18). Оценка (19) (при γ = maxRn(‖∂q̄(e, φ, t)/∂(e, φ))‖) также спра-
ведлива глобально. Соответственно, неравенства (21), (22) и (23) вы-
полняются в Rn, откуда вытекает экспоненциальная устойчивость в
целом положения равновесия (e, φ) = (0, 0) каскадной системы.

Исследование равномерной асимптотической устойчивости или
экспоненциальной устойчивости нулевой динамики представляет
сложную проблему в силу сложности выражения q̄(0, φ, t) (см. (8)).
Однако для частных случаев можно указать в переменных (z, η) вид
стационарной нормальной формы, при котором требуемая устойчи-
вость нулевой динамики нестационарной системы в отклонениях
гарантируется.
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Рассмотрим систему в нормальной форме

ż1 = z2, . . . , żρ−1 = zρ,
żρ = f(z, η) + g(z, η)u,
η̇ = −p(z)η,
y = z1,
z ∈ Rρ, η ∈ R1,

(24)

определенную в Rn.

Пусть для системы (24) задано изменение выхода z∗1(t), t ≥ 0,
и z∗(t) — соответствующая ему траектория по части переменных, а
p(z∗(t)) — функция, непрерывная при t ≥ 0. Тогда решение задачи
Коши η̇ = −p(z∗(t))η, η|t=0 = η0,

η∗(t) = η0e−
∫ t
0 p(z

∗(τ))dτ (25)

определено при t ≥ 0, и однозначно определено программное движе-
ние (z∗(t), η∗(t), u∗(t)), t ≥ 0.

Следовательно, система в отклонениях для соотношений (24)

ė1 = e2, . . . , ėρ−1 = eρ,
ėρ = f̄(e, φ) + ḡ(e, φ)u,

φ̇ = −p(e+ z∗(t))φ− (p(e+ z∗(t))− p(z∗(t)))η∗(t),
ȳ = e1,
e ∈ Rρ, φ ∈ R1,

(26)

где f̄(e, φ) и ḡ(e, φ) имеют вид (8), определена в Rρ+1 × [0,+∞).

Теорема 4. Если найдется такая константа c > 0, что при t ≥ 0
имеет место неравенство p(z∗(t)) ≥ c, то положение равновесия φ = 0
нулевой динамики

φ̇ = −p(z∗(t))φ (27)

нестационарной системы (26) экспоненциально устойчиво в целом.

Доказательство. Рассмотрим функцию V (φ) =
φ2

2
. Ее производ-

ная, в силу системы (27),

V̇ = −p(z∗(t))φ2 ≤ −cφ2.

Из приведенных оценок [3, 9] следует, что положение равновесия
φ = 0 экспоненциально устойчиво в целом, что завершает доказа-
тельство.

Отметим, что при выполнении условия p(z∗(t)) ≥ c > 0 положение
равновесия η = 0 уравнения η̇ = −p(z∗(t))η, t ≥ 0, в системе (24)
также является экспоненциально устойчивым в целом.
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Равномерную асимптотическую устойчивость нулевой динамики
системы в отклонениях можно гарантировать для нормальной формы

ż1 = z2, . . . , żρ−1 = zρ,
żρ = f(z, η) + g(z, η)u,
η̇ = −P (z)η,
y = z1,
z ∈ Rρ, η ∈ Rk,

(28)

где P (z) — квадратная матрица соответствующей размерности, эле-
менты которой — непрерывные функции.

Для программной траектории по части переменных z∗(t), t ≥ 0,
решение задачи Коши η̇ = −P (z∗(t))η, η|t=0 = η0, определено при
t ≥ 0 [10].

Система в отклонениях от программного движения имеет вид

ė1 = e2, . . . , ėρ−1 = eρ,
ėρ = f̄(e, φ) + ḡ(e, φ)u,

φ̇ = −P (e+ z∗(t))φ− (P (e+ z∗(t))− P (z∗(t)))η∗(t),
ȳ = e1,
e ∈ Rρ, , φ ∈ Rm, ρ+m = n,

(29)

где f̄(e, φ) и ḡ(e, φ) имеют вид соотношений (8).
Пусть для динамической системы (28) задано изменение выхода

z∗1(t), t ≥ 0, и z∗(t) — соответствующая ему траектория по части
переменных, при которой положение равновесия η = 0 системы

η̇ = −P (z∗(t))η (30)

равномерно асимптотически устойчиво.
Вследствие линейности по η уравнения η̇ = −P (z)η, нулевая

динамика системы в отклонениях (29) линейна по φ и имеет вид
φ̇ = −P (z∗(t))φ. Если положение равновесия системы (30) равно-
мерно асимптотически устойчиво, то положение равновесия φ = 0
нулевой динамики также равномерно асимптотически устойчиво.

Критерии равномерной асимптотической устойчивости линейных
систем вида (30) можно найти, например, в работе [11].

Пример. Устойчивость нулевой динамики системы в отклонениях
сама по себе не гарантирует устойчивости программного движения си-
стемы, поскольку имеет место, когда по части переменных z система
точно следует по программной траектории. Если же по части пере-
менных z программная траектория неустойчива, без дополнительной
стабилизации реализация заданного программного движения может
оказаться невозможной.
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Рассмотрим динамическую систему с управлением и с выходом

ż = k1z − a1zη + u,
η̇ = −k2η + a2zη,
y = z,

(31)

описывающую гипотетическую химическую реакцию. Эта система за-
писана в нормальной форме, которая определена глобально. Относи-
тельная степень выхода равна 1.

Будем проводить численное моделирование при значениях параме-
тров k1 = 0,4, k2 = 0,1, a1 = 0,5, a2 = 0,5.

Рассмотрим задачу остановки реакции из состояния z|t=0 = a,
η|t=0 = η0, т.е. задачу приведения системы (31) в положение равнове-
сия z = 0, η = 0. Зададим изменение выхода z∗(t) = ae−bt, t ≥ 0, где
a > 0, b > 0.

Подставив заданное изменение выхода во второе уравнение систе-
мы (31), получим

η̇ = −k2η + a2(ae
−bt)η = −(k2 − a2(ae

−bt))η. (32)

При η|t=0 = η0 решение задачи Коши имеет вид

η∗(t) = η0e−[k2t−
aa2
b
(1−e−bt)]. (33)

Подставляя z∗(t) и η∗(t) в первое уравнение системы (31), получим
программное управление

u∗(t) = ż∗(t)− k1z∗(t) + a1z∗(t)η∗(t) =

= ae−bt(−b− k1 + a1η0e
−[k2t−aa2b (1−e

−bt)]).
(34)

Таким образом, найдено программное движение, определенное при
t ≥ 0.

На рис. 1 приведены зависимости переменных z и η от времени при
свободном движении системы (u = 0) из точки z(0) = 0,15, η(0) = 0,6,
а также графики программного изменения переменных z∗(t), η∗(t) и
программного управления u∗(t) при a = 0,15, b = 0,1, η0 = 0,6.

Численные эксперименты показывают, что полученное программ-
ное движение неустойчиво. На рис. 2 приведены графики зависимо-
стей z(t) и η(t), полученные при подстановке программного управле-
ния в систему (31) при z|t=0 = z∗(0), η|t=0 = η∗(0), а также программ-
ная и реализующаяся траектории системы при t = 0 . . . 44. Интегри-
рование проводилось методом Рунге–Кутты 4-5 порядка с автоматиче-
ским выбором шага при относительной точности 0,001 (метод ode45
пакета Matlab), тем не менее реализующаяся траектория при t ≥ 35
существенно отличается от программной, что является следствием не-
устойчивости по первому приближению положения равновесия z = 0
первого уравнения системы (31).
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Рис. 1. Графики свободного движения системы (а), программной траектории (б)
и программного управления (в)

При приближении программной траектории к z = 0 в силу неустой-
чивости реализующаяся траектория по переменному z отклоняется от
программной. При существенном отклонении z(t) от z∗(t) неравен-
ство p(z(t)) > 0 может нарушиться, и положение равновесия η = 0
перестанет быть устойчивым. В рассматриваемом примере экспонен-
циальная устойчивость положения равновесия η = 0 уравнения (32)
гарантируется при k2 − a2a ≥ c > 0 При выбранных значениях пара-
метров устойчивость нарушается при z(t) ≥ k2/a2 = 0,8.

Для стабилизации программной траектории воспользуемся тем,
что система (31) имеет вид соотношений (24), и при заданном измене-
нии выхода выполняются условия теоремы 4, т.е. нулевая динамика
системы в отклонениях экспоненциально устойчива в целом.

Заметим, что

q̄(e, φ) = q(z∗(t) + e, η∗(t) + φ)− q(z∗(t), η∗(t)) =
= −k2φ+ a2(z∗(t) + e)φ+ a2eη∗(t)

непрерывно дифференцируема в R2.
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Рис. 2. Графики изменения переменных для программной 1 и реализующейся
2 траекторий в зависимости от t (а) и в виде z(η) (б)

Элементы матрицы Якоби ∂q̄/∂(e, φ) имеют вид

∂q̄

∂e
= a2(φ+ η

∗(t)),
∂q̄

∂φ
= −k2 + a2(z

∗(t) + e).

Из полученных соотношений видно, что матрица Якоби лишь локаль-
но ограничена в любой замкнутой окрестности точки (e, φ) = (0, 0).

Для стабилизации возьмем нестационарную обратную связь вида
(10), которая в данном случае имеет вид

δu = −
f̄(e, φ, t) + c0e

ḡ(e, φ, t)
, (35)

где ḡ(e, φ, t) = 1, а c0 > 0 — константа, определяющая свойства обрат-
ной связи.

Таким образом, для системы в отклонениях, соответствующей за-
данному программному движению системы (31) и замкнутой обратной
связью (35), выполняются условия теоремы 2. Следовательно, поло-
жение равновесия (e, φ) = (0, 0) замкнутой системы локально экспо-
ненциально устойчиво.

Заметим, что все расчеты удобнее проводить в исходных пере-
менных z, η и обращение к переменым e, φ необходимо лишь для
теоретического анализа. В исходных переменных имеем

δu = −(k1z − a1zη − k1z
∗(t) + a1z

∗(t)η∗(t) + c0(z − z
∗(t))).

В системе (31) при этом u = u∗(t) + δu.
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Рис. 3. Графики программной 1, реализующейся стабилизированной 2 и неста-
билизированной 3 траекторий (а) и стабилизирующего управления (б)

Для численного моделирования примем c0 = 1,5. На рис. 3 при-
ведены графики программной и реализующихся стабилизирован-
ной и нестабилизированной траекторий при z|t=0 = z∗(t) + 0.1 и
η|t=0 = η∗(t) + 0.1, а также график зависимости стабилизирующего
управления от времени.

Выводы. Для аффинных динамических систем со скалярным упра-
влением и выходом, преобразуемых к нормальной форме, приведены
условия, при которых метод нелинейной стабилизации обеспечива-
ет равномерную асимптотическую или экспоненциальную стабилиза-
цию программного движения, соответствующего заданному измене-
нию выхода.

Стабилизация имеет место в переменных нормальной формы. Для
технических систем такие переменные часто имеют физическую ин-
терпретацию. В случае, если требуется стабилизация программного
движения в исходных переменных, проблема требует дополнительно-
го исследования.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ
05-01-00840 и программы “Развитие научного потенциала высшей
школы (2006–2007) гг.)”, проект РНП 2.1.1.2381.
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