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РАЗРАБОТКА МЕТОДА ЛЕНТОЧНЫХ
АДАПТИВНЫХ СЕТОК ДЛЯ РЕШЕНИЯ
ТРЕХМЕРНЫХ ЗАДАЧ ТЕЧЕНИЯ ГАЗОВ
В ВОЗДУХОЗАБОРНИКАХ

Рассмотрен численный метод решения трехмерных нестационар-
ных задач газовой динамики применительно к течениям совершен-
ного газа в воздухозаборниках летательных аппаратов с прямоточ-
ными воздушно-реактивными двигателями.

Обычно для решения задач нестационарной газовой динамики
конечно-разностными методами пользуются регулярными прямо-
угольными сетками, однако для областей со сложной геометриче-
ской формой введение таких сеток становится неэффективным: оно
приводит к возникновению дополнительных осцилляций решения
за счет аппроксимации границы прямоугольными ячейками. Более
перспективными являются методы регулярных адаптивных сеток, в
которых ячейки сетки являются криволинейными, подстраиваясь под
форму границы рассматриваемой области. Этим методам посвяще-
на обширная литература, отметим лишь некоторые работы [1–25]. В
настоящей статье обобщается предложенный в работе [1] метод ре-
шения двумерных нестационарных задач газодинамических течений
в областях со сложной геометрией, использующий адаптивные сетки
на трехмерный случай, и с его помощью решается нестационарная
трехмерная задача течения идеального совершенного газа в сверхзву-
ковых воздухозаборниках. В качестве метода построения структурной
адаптивной сетки выбран алгебраический подход [13], базирующий-
ся на методе трансфинитной интерполяции, главное преимущество
которого — быстрота построения сеток. Для разбиения сложной трех-
мерной области на стандартные криволинейные блоки предлагается
“обратный” способ, когда расчетная область изначально строится из
блоков-примитивов. Объединение локальных сеток осуществляется
при помощи новой технологии ленточного построения сетки [27] для
трехмерного случая.

Математическая постановка задачи. Рассматривается канал воз-
духозаборника типового сверхзвукового прямоточного воздушно-
реактивного двигателя (СПВРД) [26]. Задача течения идеального
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совершенного нетеплопроводного газа в воздухозаборнике СПВРД
состоит из следующих уравнений (в трехмерной постановке) в цилин-
дрической системе координат X ′1 = r, X ′2 = z, X ′3 = ϕ:

∂U
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+
∂V1
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+
∂V2
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∂V3

∂ϕ
=W, (1)

где введены обозначения для координатных столбцов:
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(2)

Здесь ρ — плотность газа; E = CV θ + |v|2/2 — полная энергия газа,
CV — теплоемкость при постоянном объеме, θ — температура газа,
vr, vz, vϕ — компоненты вектора скорости v, |v|2 = v ∙v; p = ρθR/μ —
давление, R — универсальная газовая постоянная, μ — молекулярная
масса газа.

На твердых непроницаемых стенках Σ1 области V ставится усло-
вие непротекания

v ∙ n = 0, (3)

где n— вектор нормали к стенке. На плоскости симметрии Σ2 задаются
условия симметрии

∂ρ

∂n
= 0,

∂θ

∂n
= 0, v ∙ n = 0,

∂vτI
∂n
= 0, I = 1, 2; (4)

τI — векторы в плоскости симметрии. На границе входа Σ3 задаются
известные значения параметров потока

ρ = ρe, v = ve, θ = θe (5)

Начальные условия к системе (1)

при t = 0 : ρ(0, X ′i) = ρ0, v(0, X ′i) = 0, θ(0, X ′i) = θ0, (6)

здесь ρ0, θ0 — заданные значения.
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Рис. 1. Адаптивная система координат

Метод ленточных адаптив-
ных сеток. Для решения урав-
нения (1) с граничными (3)–
(5) и начальными (6) условия-
ми введем для области реше-
ния V специальную разност-
ную регулярную сетку, обра-
зованную кубическими криво-
линейными ячейками, которая
называется ленточной адаптив-
ной сеткой (ЛАС). Алгоритм по-
строения ЛАС для трехмерной
области следующий.

Рассматриваемую область
V разобьем на совокупность

“крупных” криволинейных кубов Vi, каждый из которых имеет вид,
изображенный на рис. 1; в настоящей работе расчетная область была
разделена на пять подобластей.

Обозначим в пространстве R3 прямоугольные декартовы коорди-
наты xi, а адаптивные координаты — Xj . Для генерации адаптивной
разностной сетки необходимо отыскать зависимости

xi = f i(Xj), (7)

которые преобразуют криволинейный куб в координатах xi в прямоли-
нейный куб [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] в координатах Xj . Зададим исходную
геометрию — стороны a, b, c, d, e, f (см. рис. 1) каждого криволиней-
ного куба Vi в параметрическом виде:






xi = xia(X
1, X2),

xi = xib(X
1, X3),

xi = xic(X
1, X2),

xi = xid(X
1, X3),

xi = xie(X
2, X3),

xi = xif (X
2, X3).

(8)

Искомое преобразование координат (7) имеет вид

f i(X1, X2, X3) =

= P i(X1, X2, X3)− [P i(X1, X2, 0)− xia(X
1, X2)](1−X3)−

−X3[P i(X1, X2, 1)− xic(X
1, X2)], (9)
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где

P i(X1, X2, X3) =

= T i(X1, X2, X3)− [T i(0, X2, X3)− xif (X
2, X3)](1−X1)−

−X1[T i(1, X2, X3)− xie(X
2, X3)], (10)

T i(X1, X2, X3) = (1−X2)xid(X
1, X3) +X2xib(X

1, X3). (11)

Если теперь ввести в координатах Xj для куба Π = [0, 1]× [0, 1]×
× [0, 1] регулярную сетку

Πe = {X
1
i , X

2
j , X

3
k (i = 1 . . . N, j = 1 . . .M, k = 1 . . . L)}, (12)

то преобразование (7) этой сетки образует адаптивную сетку в коор-
динатах xi:

Vi = {x
1
i , x

2
j , x

3
k; i = 1 . . . N, j = 1 . . .M, k = 1 . . . L} (13)

В основу метода компьютерного построения в координатах xi кри-
волинейной области V положим “обратный способ”, когда в координа-
тах Xj задается образ этой области ΠΣ как совокупность кубов. Если
задать граничные функции (8) для каждого из кубов Πi, i = 1, . . . , K ,
то согласно формулам (7) будет определено преобразование области
ΠΣ в координаты xi. Тем самым будет решена задача компьютерного
задания криволинейной области V .

В данной работе функции (8) представлялись аналитически. В ка-
ждый из криволинейных кубов Vi вводилась локальная регулярная
прямоугольная разностная сетка, затем отдельные сетки для каждо-
го куба собирались в единую разностную сетку, охватывающую всю
область V . После выполнения преобразования (7) и нахождения ма-
трицы Якоби P i

j перехода от Xj к xi для всех областей Vi осуществля-
лась коррекция таким образом, чтобы в координатах Xj эти области
имели непересекающиеся образы.

Отличительной особенностью рассматриваемого алгоритма явля-
ется то, что для узлов разностной сетки вводится единая нумерация
(сетка при этом описывается ленточным образом) и их характеристи-
ки (координаты в системах xi и Xj , компоненты матрицы P i

j , номера
соседних узлов) записываются в единый список. Кроме того, в список
помещается информация о номерах соседних шести узлов, которым
присваиваются имена Bj , Fj , Lj , Rj , Dj , Uj , обозначающие номера
соседей j-го узла: “сзади”, “спереди”, “слева”, “справа”, “снизу” и
“сверху” соответственно.

Тогда разностные аппроксимации производных получают следую-

щий вид (например, правая разность):
∂f(uj, vj, wj)

∂u
≈
fFj − fj
uFj − uj

.
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Разностная схема для системы (1) в данной работе строится с по-
мощью метода типа Мак-Кормака . Следует отметить, что хотя схе-
ма Мак-Кормака не относится к широко используемым в настоящее
время разностным схемам повышенной точности [12, 15, 29, 32], од-
нако такие ее качества, как простота реализации, удобство модифика-
ции записи схемы в адаптивных координатах, высокая скорость сче-
та, принадлежность к классу явных разностных схем, отсутствие в
разностных уравнениях матриц Якоби, легкость применения гранич-
ных условий (не требуется вычислять граничные значения в точках с
полуцелыми по пространству индексами), существенно экономят ма-
шинное время и объем памяти, приходящиеся на один узел сетки, что
является определяющим фактором для задач с достаточно большим
числом ячеек и временем установления. Кроме того, многие исполь-
зуемые в настоящее время схемы повышенного порядка точности, в
частности TVD-схемы, не гарантируют повышения порядка слабой
аппроксимации на обобщенных решениях, что в частности относится
и к решениям с сильными разрывами, рассматриваемым в данной ра-
боте. Указанные факты обусловили выбор схемы типа Мак-Кормака в
данной работе.

Модифицированная разностная схема Мак-Кормака для ленточной
адаптивной сетки имеет следующий вид:
предиктор —

U
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корректор —
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Здесь P̂ — матрица Якоби перехода от X ′i к X i.
При численной реализации конечноразностных методов типа Мак-

Кормака в граничных узлах уже нельзя пользоваться разностной схе-
мой типа (14)–(15), поскольку значения в соседних узлах уже могут
быть неопределены. Для вычисления значений функций в этих узлах
используют граничные условия. Однако, число этих условий может
быть меньше числа неизвестных функций, например, на границе вы-
хода потока граничные условия вообще не задаются. В этом случае
необходимо привлекать дополнительные соотношения для нахожде-
ния значений неизвестных функций в граничных точках.

Для обеспечения второго порядка точности аппроксимации, кото-
рый имеют разностные схемы типа Мак-Кормака, достаточно значения
функций аппроксимировать по двум соседним узлам, а производные
функций — центральной разностью. В данной работе аппроксимация
производилась с помощью метода “фиктивных ячеек” [28].

Моделирование нестационарных течений в ВЗ СПВРД. Разра-
ботанный метод ЛАС применялся для моделирования течений в ВЗ
модельного СПВРД. Предполагалось, что центральное тело воздухоза-
борника закреплено с помощью трех пилонов, отстоящих равномерно
друг от друга. Выбирался участок симметрии, образованный лучами

ϕ = 0 и ϕ =
2π

3
. Проведены варианты расчета для четырех разных

конфигураций ВЗ.
В первых двух конфигурациях не производился расчет внешнего

обтекания передней кромки ВЗ; значения параметров на входе ВЗ рас-
считывались исходя из таблиц данных по обтеканию конуса и предпо-
ложения о том, что на входе в ВЗ находится прямой скачок. При искус-
ственном введении прямого скачка влияние камеры сгорания и выход-
ного сопла можно не учитывать, истечение воздуха из ВЗ свободное,
значения параметров на выходе не фиксируются. В конфигурации 1
(рис. 2, а) расчет проводился без введения пилонов, конфигурация 2
(рис. 2, б) задавалась с учетом расстановки пилонов.
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В третьей и четвертой конфигурациях производился расчет внеш-
него обтекания передней кромки воздухозаборника. В конфигурации 3
(рис. 2, в) не учитывалось влияние пилонов, конфигурация 4 (рис. 2, г)
учитывает это влияние. Прямой скачок не вводился, а влияние камеры
сгорания и выходного сопла осуществлялось путем задания фиксиро-
ванных параметров на выходе. В приведенном расчете фиксировалось
только значение плотности на выходе, конкретное ее значение бралось
из расчета соответствующих конфигураций, искусственно учитываю-
щих прямой скачек.

Результаты численного решения. При обтекании пилонов в кон-
фигурации 2 по сравнению с конфигурацией 1 происходит примерно
двукратная потеря осевой скорости на выходе воздухозаборника, а так-
же наблюдается небольшой локальный нагрев и повышение давления
(плотности) вблизи сторон пилонов, обращенных нормально к набега-
ющему потоку. Выходное давление конфигурации с пилонами больше
примерно на 13 %.

Сравнивая область расчета с ударной волной и расчетную область,
начинающуюся от входа в воздухозаборник, можно заключить следу-
ющее: в конфигурации 3 по сравнению с конфигурацией 1 на выходе
реализуется сверхзвуковой режим ( M = 1,53 и M = 0,55 соответ-
ственно). Таким образом, задание только одинаковых плотностей на
выходе без учета геометрической формы ВЗ на входе не позволяет
смоделировать “близкие” значения осевых скоростей. Выходная тем-
пература и давление конфигурации 1 получились больше на 37 %, чем
в конфигурации 3.

Сравнивая конфигурацию 2 с конфигурацией 4 по значениям осе-
вых скоростей, можно получить прямо противоположную картину:
осевая скорость в конфигурации 4 получилась приблизительно 0,01M
в отличие от 0,3M в конфигурации 2. Сильно заниженное значе-
ние осевой скорости в конфигурации 4 обусловлено малым количе-
ством разбиений сетки по окружной координате и применением ме-
тода “фиктивных ячеек”, который фактически уменьшает число ре-
альных ячеек с “физическими” результатами. Такого же характера
результаты были получены и для конфигурации 2, у которой число
узлов сетки было уменьшено до 1000, что совпадает с числом уз-
лов конфигурации 4 для соответствующей части ВЗ от входа в канал
до выходного сечения. Введение существенно большего числа точек в
конфигурации 4, наряду с учетом области внешнего обтекания с грани-
цей ударной волны, приводило к значительному увеличению времени
счета и не было осуществлено в данной работе. Температура и давле-
ние в конфигурации 2 приблизительно в 2 раза больше температуры
и давления в конфигурации 4.
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Рис. 2 (начало). Распределение параметров потока в конфигурациях воздухоза-
борника № 1 (а), № 2 (б), № 3 (в) и № 4 (г)

Сравнивая между собой параметры потока конфигурациях 3 и 4,
можно отметить, что осевая скорость потока в конфигурации 3 больше
примерно в 15 раз скорости потока в конфигурации 4 (количество раз-
биений по угловой координате здесь одинаково, но пилоны тормозят
поток по основной (осевой) координате, тогда как в конфигурации 3
обнуляется только угловая скорость). Распределение температуры и
давления для обеих конфигураций практически идентичны.
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Рис. 2 (окончание)

Радиальная скорость течения во всех конфигурациях оказалась до-
статочно малой, так как поток входит в воздухозаборник практически
параллельно оси z и, несколько раз отразившись от поверхностей цен-
трального тела и обечайки, сходит на ноль. Угловая скорость течения
на входе во всех конфигурациях равна нулю и только в конфигура-
циях 2 и 4 с пилонами появляются ее ненулевые значения вблизи
пилонов.

Оценивая суммарное машинное время расчета по всем конфигура-
циям (таблица), можно сделать вывод о том, что трехмерные нестаци-
онарные задачи являются достаточно трудоемкими для персональных
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компьютеров с частотой процессоров порядка 1,5–2,0 ГГц. Минималь-
ное время счета даже на грубой сетке составляет не менее 3–4 дней,
что примерно на порядок больше времени расчета двумерных задач.
Расчет сложных конфигураций ВЗ такого типа становится более эф-
фективным с применением метода параллельных вычислений [21, 22].

Параметры разностной сетки и результаты численного решения задачи для
разных конфигураций воздухозаборника

№ конфигурации 1 2 3 4

Число узлов сетки 3 264 4 000 2 240 4 992

Шаг по времени, мкс 0,029 0,029 0,029 0,029

Число итераций до установления 1 800 000 600 000 500 000 700 000

Время счета, ч
(процессор 2 ГГц)

406 116 72 178

Заключение. Разработан метод ленточно-адаптивных регулярных
сеток для решения трехмерных нестационарных задач течения газа
в областях со сложной геометрий. Проведено численное моделирова-
ние газодинамических процессов в канале воздухозаборника типового
сверхзвукового прямоточного воздушно-реактивного двигателя. Уста-
новлено, что пилоны ВЗ существенно влияют на осевую скорость,
давление, плотность и температуру потока. Также установлено, что
учет области от ударной волны до входа в канал ВЗ по сравнению со
случаем, когда входные данные задаются непосредственно на входном
сечении ВЗ, приводит, вообще говоря, к различным результатам при
одинаковых значениях плотности в выходном дозвуковом сечении, что
говорит о необходимости тщательного учета указанной входной обла-
сти при численных расчетах течений в ВЗ.
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