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ПРИМЕНЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА
ВТОРОГО РОДА ДЛЯ ОПИСАНИЯ ВЯЗКОГО
ТРЕНИЯ И ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

С использованием уравнения Вольтерра второго рода проведено
описание флуктуаций скорости движения и температуры плоской
поверхности в среде, заполняющей полупространство. Показано,
что эти флуктуации представляют собой немарковские случайные
процессы с характерной особенностью типа фликкер-шум в низко-
частотной части спектра.

Броуновское движение. При описании броуновского движения
обычно используется подход, основанный на применении стохасти-
ческого уравнения Ланжевена [1, 2]. Указанный подход позволяет вос-
пользоваться хорошо разработанной теорией стохастических диффе-
ренциальных систем [3, 4], с помощью которой можно определять
все необходимые статистические характеристики флуктуаций скоро-
сти движения броуновской частицы.

В качестве примера рассмотрим случай одномерного движения
броуновской частицы массой M , скорость V которой задается линей-
ным уравнением

M
dV

dt
= F (t) + ξV (t) , (1)

где сила вязкого трения

F (t) = −γV (t) , (2)

γ — коэффициент вязкого трения, а случайное воздействие ξV (t) опи-
сывается δ-коррелированным процессом, например производной от
винеровского процесса.

Считая спектральную плотность случайного процесса ξV (t) рав-
ной

GM = 2γkT, (3)

где k — постоянная Больцмана, T — температура вязкой жидкости,
в которой находится броуновская частица, спектральную плотность
флуктуаций скорости V (t) запишем в виде [1]

GV (ω) =
α

ω2 + β2
, (4)
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где α = 2γkT/M 2; β = γ/M . Для низких частот спектральная плот-
ность GV (ω) стремится к постоянной величине:

GV (ω)|ω→0 =
2kT

γ
. (5)

Если случайный процесс ξ (t) представляет собой производную от
процесса с независимыми приращениями, то скорость V (t) броунов-
ской частицы описывается марковским случайным процессом, что
позволяет определить для нее любые L-мерные характеристические
функции, а следовательно, и любые многомерные функции распреде-
ления [3].

Отметим, что описанный подход может быть использован и при
решении задачи определения флуктуаций температуры тела, находя-
щегося в тепловом контакте с термостатом, если тепловой поток от
него пропорционален разности температур тела и термостата.

Рассмотренная простейшая модель броуновского движения приме-
нима только в том случае, если сила вязкого трения в среде может
быть записана в виде равенства (2). Но в реальном случае, кроме не-
посредственного соударения броуновской частицы с находящимися в
близости от нее частицами среды, наблюдается увлечение частиц сре-
ды, расположенных на расстоянии от броуновской частицы [5]. Это
приводит к существенному изменению характера вязкого трения и со-
отношение (2) становится несправедливым.

Учет увлечения вязкой жидкости движущимся телом приводит к
необходимости использования для описания движения интегральных
уравнений, что в свою очередь делает необходимым применение тео-
рии немарковских процессов [6]. В данной работе рассмотрены явле-
ния вязкости и теплопроводности в полупространстве и показано, что
даже для этих простейших случаев неприменимо традиционное опи-
сание случайных процессов как марковских.

Вязкость в полупространстве. Рассмотрим движение плоской по-
верхности в вязкой жидкости, занимающей полупространство (x > 0).
Будем считать, что плоскость расположена в начале координат (при
x = 0), а ее движение со скоростью V (t) происходит в направле-
нии, перпендикулярном оси x и лежащем в плоскости (см. рис. 1). На
плоскость действуют сила вязкого трения F (t) со стороны среды и
случайная сила ξV (t) (на единицу площади).

Движение плоскости в вязкой жидкости будет описываться урав-
нением (1) (масса M считается отнесенной к единице площади), а
вместо соотношения (2) необходимо применять формулу для силы
вязкого трения, действующей со стороны жидкости:

F (t) = η
∂u (x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

, (6)
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Рис. 1. Движение плоскости в вязкой
жидкости

где η — вязкость жидкости, u (x, t)
— скорость течения жидкости.

В рассматриваемом одномер-
ном случае, считая скорость жид-
кости малой, уравнение для u (x, t)
при x > 0 имеет вид [5]

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂x2
, (7)

где ν = η/ρ, ρ — плотность жидко-
сти.

Граничное и начальное условия
для уравнения (7) имеют форму

u(x, 0) = 0, (8)

u(0, t) = V (t). (9)

Тогда решение уравнения (7) с учетом условий (8) и (9) приобретает
вид [7]

u(x, t) =
1

2
√
πν

t∫

0

x

(t− τ)3/2
exp

[

−
x2

4ν (t− τ)

]

V (τ)dτ. (10)

Найдем производную выражения (10) по переменной x:

∂u(x, t)

∂x
=

1

2
√
πν

t∫

0

[
1

(t− τ)3/2
−

2x2

4ν(t− τ)5/2

]

×

× exp

[

−
x2

4ν(t− τ)

]

V (τ)dτ. (11)

Вычисление интеграла (11) по частям дает

∂u(x, t)

∂x
= −

1
√
πν

t∫

0

1
√
t− τ

exp

[

−
x2

4ν (t− τ)

]
dV (τ)

dτ
dτ. (12)

Подстановка выражения (12) в формулу (6) позволяет определить за-
висимость силы F (t) от скорости V (t):

F (t) = −
η
√
πν

t∫

0

1
√
t− τ

dV (τ)

dτ
dτ. (13)

Эта формула для рассматриваемого случая заменяет выражение (2).
Формула (13) получена другим способом в работе [5].
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Рис. 2. Теплопроводность в полупро-
странстве

Таким образом, описание флук-
туаций скорости плоской поверх-
ности в вязкой жидкости, заполня-
ющей полупространство, сводится
к решению системы уравнений (1)
и (13). Так как уравнение (13) име-
ет вид интегрального уравнения, то
случайный процесс F (t), а следо-
вательно, и процесс V (t) предста-
вляют собой немарковские случай-
ные процессы.

Теплопроводность в полупро-
странстве. Покажем, что описание
теплопроводности в полупростран-
стве (x > 0) в случае, когда температура плоской поверхности (при
x = 0) является заданной функцией времени T (t) (рис. 2), сводит-
ся к задаче, аналогичной рассмотренной выше. Система уравнений,
описывающая изменение температуры T (t) плоской поверхности и
температуры среды T̃ (x, t) при x > 0, в одномерном случае имеет вид

C
dT

dt
= Q (t) + ξT (t) , (14)

∂T̃

∂t
= χ

∂2T̃

∂x2
. (15)

где C — теплоемкость единицы площади стенки, Q(t) — плотность
потока теплоты от плоской поверхности к среде, заполняющей полу-
пространство, ξT (t) — δ-коррелированный случайный процесс, χ —
температуропроводность.

Добавление условий

Q (t) = κ
∂T̃ (x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
x=0

, (16)

T̃ (x, 0) = 0, (17)

T̃ (0, t) = T (t), (18)

где κ — коэффициент теплопроводности, делает эту задачу аналогич-
ной рассмотренной выше.

Проведение операций, аналогичных выполненным в задаче для
вязкого трения, дает

Q(t) = −
κ
√
πχ

t∫

0

1
√
t− τ

dT (τ)

dτ
dτ. (19)
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Уравнения (14) и (19) образуют систему уравнений, описывающую
флуктуации температуры T (t) плоской поверхности, в теплопроводя-
щей среде, заполняющей полупространство.

Отметим, что при изучении внутреннего трения в одномерных
упругих системах, которое считается результатом рассеяния волн на
случайных неоднородностях среды, также возникают выражения, по-
добные (13) и (19) (см. работы [8, 9]).

Уравнение Вольтерра второго рода. Система уравнений (1) и
(13) (также как (14) и (19)) может быть записана в виде интегрального
уравнения Вольтерра второго рода [10]:

Z(t) + A

t∫

0

Z(τ)
dτ
√
t− τ

= ξ(t), (20)

где для первой задачи

Z(t) =
dV (t)

dt
; A =

η

M
√
πν
; ξ (t) =

ξV (t)

M
, (21)

а для второй —

Z(t) =
dT (t)

dt
, A =

κ

C
√
πχ

, ξ (t) =
ξT (t)

C
. (22)

Очевидно, что процесс Z (t), определяемый решением интегрального
уравнения (20), представляет собой немарковский случайный процесс.

Решение интегрального уравнения (20) имеет вид

Z(t) = ξ(t)−

t∫

0

R(t, τ )ξ(τ)dτ , (23)

где резольвента [11]

R(t, τ ) =
1

t− τ

∞∑

k=1

(−1)k+1rk(t− τ)
k
2 , rk =

Akπ
k
2

Γ
(
k
2

) . (24)

Здесь Γ(x) — гамма-функция. Расчетный график функции R(t − τ)

изображен на рис. 3. Видно, что с возрастанием разности t− τ наблю-
дается резкое уменьшение значения функции R(t− τ).

Характеристическая функция. Используя метод описания немар-
ковских случайных процессов, изложенный в работе [6], для одномер-
ной и L-мерной характеристических функций случайного процесса
Z (t), задаваемого линейным интегральным соотношением (23), полу-
чим:
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g1(λ; t) = exp

[

−
1

2
σλ2

(

r21 ln
t

δt
+

∞∑

k=2

r2k
tk−1

k − 1
+

+4
∞∑

m=1

∞∑

n=m+1

(−1)m+nrmrn
t
m+n−2
2

m+ n− 2
+ r2 + δ(t)

)]

, (25)

gL(λ1, . . . , λL; t1, . . . , tL) =

= exp

[

−
1

2
σ

(
L∑

l,k=1

λlλk (δ(tl − tk) +R(tl, tk) +
∞∑

m,n=1

rmrnfmn)

)]

,

(26)

где σ — интенсивность случайного процесса ξ(t), распределение ко-

торого имеет вид кривой Гаусса, δt — малая положительная величина,

δ(x) — дельта-функция;

fmn =

=






2 ln

√
tl +
√
tk

√
tl − tk + δt+

√
δt

при m,n = 1,

m
2
−1∑

s=0

C
m
2
−1

s (−1)
m
2
−s−1 t

s+n
2

l − (tl − tk)
m+n
2
−1

n

2
+ s

при m − четном,

n
2
−1∑

s=1

С
n
2
−1

s
(tl − tk)

n
2
−s−1t

m
2
+s

k
m
2
+ s

приm − нечетном и n − четном,

t
a+ 3

2
l

a∑

s=1

(2a+ 1)(2a− 1)...(2a− 2s+ 3)(tk − tl)s

(a+ b+ 2)(a+ b+ 1)...(a+ b− s+ 2)
t
a−s+ 1

2
k −

−
b∑

s=0

(2a+ 1)(2a− 1)...(2a− 2s+ 3)
2s(a+ b+ 2)(a+ b+ 1)...(b− s+ 1)

(tk − tl)a+s+1a!!
√
tk

2a+1
+

+
a!!b!!(tk − tl)a+b+2

(a+ b+ 2)!2a+b+2(−1)b+1
×

×2 ln

√
tk +
√
tl

√
tl − tk + δt+

√
δt

при других m,n.

(27)

ЗдесьCb
a — соответствующий биномиальный коэффициент, a =

m− 3
2

,

b =
n− 3
2

.
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Рис. 3. График функции R(t− τ)R(t− τ)R(t− τ)

Рис. 4. График характеристической
функции g1(λ, t)g1(λ, t)g1(λ, t) при значениях t = 1t = 1t = 1
(1), 10 (2) и 30 (3)

График функции g1(λ, t) для различных t изображен на рис. 4. Вид-
но, что эта функция имеет характер кривой Гаусса.

Спектральная плотность. Полученные выражения (25) и (26) по-
зволяют определить любые характеристики случайного процесса Z (t).
В частности, для корреляционной функции 〈Z(t1)Z(t2)〉 получим

〈Z(t1)Z(t2)〉 = σ

(

δ(t2 − t1) + R(t2, t1) +
∞∑

m,n=1

rmrnfmn

)

, (28)

где функция fmn определяется выражением (27), в котором сделана
замена tk = t1, tl = t2. Последняя формула дает возможность рас-
считать спектральную плотность случайного процесса Z(t) согласно
определению [3]:

GZ(ω) =
1

2π

+∞∫

−∞

〈Z(t)Z(t− τ)〉 e−iωτdτ . (29)

Численный расчет при учете соотношений (21), (22) и (28) приводит
к графику спектральной плотности для процесса Z(t) при различных
значениях t и при A = 0, 1 c−1/2, показанному на рис. 5.

Преобразование Лапласа уравнения (20) позволят записать его в
изображениях

Ẑ (p) + A

√
π
√
p
Ẑ (p) = ξ̂ (p) (30)

или

Ẑ (p) =

√
p

√
p+ A

√
π
ξ̂ (p) , (31)

где Ẑ(p) и ξ̂(p) — изображения функций Z(t) и ξ (t) соответственно.
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Рис. 5. График спектральной плотно-
сти GZ(ω)GZ(ω)GZ(ω) (численный расчет) при
значениях t = 1t = 1t = 1 c (1); 10 c (2); 100 c (3)

Рис. 6. График спектральной плот-
ности GZ(ω)GZ(ω)GZ(ω) (аналитический расчет)
при значениях A = 0,1A = 0,1A = 0,1 (1); 0,5 (2)
и 1 (3)

Так как спектральная плотность процесса ξ (t) постоянна и равна
его интенсивности:

Gξ = σ, (32)

то в соответствии с формулой (31) спектральная плотность процесса
Z(t) при t→∞ принимает вид

GZ (ω) =

∣
∣
∣
∣
∣

√
iω

√
iω + A

√
π

∣
∣
∣
∣
∣

2

σ (33)

или
GZ (ω) =

ωσ

ω + A
√
2πω + πA2

. (34)

На рис. 6 приведены графики спектральных плотностей для различ-
ных значений A, задаваемые формулой (34). На рис. 7 для сравнения
показаны графики спектральных плотностей для A = 0, 1 с−1/2 при
численном расчете (t = 105 с) и при расчете по формуле (34). Видно,
что наблюдается хорошее совпадение результатов, получаемых разны-
ми методами. Расхождение при больших частотах видимо связано с
ограниченным числом членов при вычислениях бесконечных рядов по
формулам (24) и (27).

Фликкер-шум. Полученное выражение (34) с учетом формул (21)
позволяет определить спектральную плотность флуктуаций скорости
V (t)

GV (ω) =
σ

ω
(
ω + A

√
2πω + πA2

) , (35)

где в соответствии с формулой (3)

σ =
2γkT

M2
. (36)
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Рис. 7. График спектральной плотно-
сти GZ(ω)GZ(ω)GZ(ω), рассчитанной по формуле
(34) (1), и при численном расчете (2)

Рис. 8. График спектральной плотно-
сти GV (ω)GV (ω)GV (ω), рассчитанной по форму-
лам (4) (1), и (35) (2)

Для малых частот при условии ω � A2 формула (35) приобретает вид

GV (ω)|ω<<A2 =
σ

πA2ω
(37)

или с учетом формул (21) и (36)

GV (ω)|ω<<A2 =
2γkT

ηρω
. (38)

Из выражения (38) следует, что флуктуации скорости движения
V (t) плоской поверхности в вязкой жидкости представляют собой
фликкер-шум [12], для которого характерна обратная зависимость от
частоты для диапазона малых частот. На рис. 8 приведены зависимо-
сти спектральной плотности, рассчитанные по формулам (4) и (35).
Хорошо видно, что для больших частот характер этих двух зависимо-
стей аналогичен, а при малых – наблюдается существенное отличие,
связанное с наличием фликкер-шума в случае, описываемом форму-
лой (35).

Отметим, что флуктуации температуры плоской поверхности в за-
даче о теплопроводности так же имеют спектральную плотность вида
(35), а следовательно, для них характерно наличие фликкер-шума. Это
в свою очередь, учитывая зависимость кинетических коэффициентов
от температуры, должно приводить к флуктуациям указанных коэф-
фициентов в низкочастотной области спектра со спектральной плот-
ностью, имеющей вид фликкер-шума.

Таким образом, при рассмотрении двух достаточно простых мо-
дельных задач, описывающих процессы вязкости и теплопроводности
в среде, заполняющей полупространство, установлено, что флуктуа-
ции скорости движения V (t) и температуры T (t) плоской поверх-
ности представляют собой немарковские случайные процессы с ха-
рактерной особенностью типа фликкер-щум в низкочастотной части
спектра.
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