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УСТОЙЧИВОСТЬ УЕДИНЕННЫХ ВОЛН
В ОДНОЙ МОДЕЛИ ИЗОТРОПНОГО
КОМПОЗИТА

Рассмотрена задача об устойчивости трехпараметрического се-
мейства уединенных волн в изотропном упругом композите. Модель
такого композита описывает бесконечную во всех направлениях
упругую среду с равномерно распределенными упругими стержня-
ми, расположенными вдоль направления распространения волн. До-
казано, что для определенного диапазона скоростей распростране-
ния уединенных волн все семейство является орбитально устойчи-
вым. Рассмотренная задача является типичной среди аналогичных
задач об устойчивости локализованных импульсов в двухмодовых
моделях упругих сред таких, например, как стержни, подвержен-
ные сжатию и изгибу.

Изучаются плоские волновые движения в неоднородной нелиней-
ной упругой среде (композите), когда перемещения wα, их градиенты
uα = ∂wα/∂x и скорости частиц vα, α = 1, 2, 3, зависят от одной
пространственной переменной — декартовой координаты x = x3 —
и времени t. Будем рассматривать квазипоперечные волны в случае,
когда u3 и v3 постоянны. Эти постоянные можно положить равными
нулю без ограничения общности.

Несмотря на то, что движения нелинейного упругого тела описы-
ваются гиперболической системой уравнений [7], наличие внутрен-
ней неоднородной структуры материала на макроуровне приводит к
дисперсии волн [1, 2]. Для упругой среды примем, что нелинейность,
анизотропия и дисперсия малы и представляются членами одного по-
рядка. Тогда система основных уравнений может быть записана в ви-
де [6]
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Здесь ρ0 — средняя плотность материала, Φ — упругий потенциал,
который задается выражением
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Постоянные g > 0 и κ характеризуют анизотропию и нелинейность
соответственно. Выражения для констант f , g и κ приведены в рабо-
те [7]. Будем полагать далее среду изотропной, т. е. g = 0. Дисперси-
онное слагаемое с m > 0 появляется в уравнениях движения (второй
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паре уравнений в (1)) при переходе к описанию неоднородной упругой
среды. В настоящей работе в качестве неоднородностей будем рассма-
тривать включенные в упругую матрицу однородно распределенные
стержни, имеющие достаточную жесткость на изгиб и расположенные
параллельно оси x [6].

Уравнения (1) могут быть записаны в гамильтоновом виде:
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где µ = f/ρ0, w = {u1, u2, v1, v2}т — неизвестная вектор-функция,
штрих обозначает вариационную производную δ/δw =
= {δ/δu1, δ/δu2, δ/δv1, δ/δv2}т, а J — кососимметрический опера-
тор:
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Очевидно,что гамильтониан E постоянен в силу системы (2). Кро-
ме этого, легко видеть, что функционал

Q =

+∞∫
−∞
[u1v1 + u2v2] dx

также является инвариантом. Формально сохраняющейся величиной
является также векторный функционал

A =

+∞∫
−∞
w dx.

Система уравнений (2) имеет вращательную симметрию:

G(ϕ)w = exp(Aϕ)w, ϕ ∈ S1,
72 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2005. № 4



где S1 — окружность, а матрицаA имеет вид
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⎛
⎜⎜⎝
0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎞
⎟⎟⎠ .

В результате наличия вращательной симметрии формально сохра-
няется величина

U =
1

2

+∞∫
−∞
[y1v2 − y2v1 + u2w1 − u1w2] dx, ∂xyi = ui, ∂xwi = vi.

Гамильтониан E и функционал Q также инвариантны относительно
группы вращений.

Солитонные решения системы уравнений (1) представляют собой
бегущие волны, быстроубывающие на бесконечности. После подста-
новки в систему (1) w = w(ξ), где ξ = x − V t, V — постоянная
скорость распространения волны, и однократного интегрирования с
использованием условий убывания на бесконечности получим

vi = −V ui, m
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üi = (µ − V 2)ui − κ

ρ0
ui(u

2
1 + u

2
2). (3)

Здесь üi — вторая производная от ui по переменной ξ. Уравнения (3)
для уединенных волн записываются в эквивалентной форме:

E′(φϕV ) + V Q
′(φϕV ) = 0. (4)

В уравнении (4) вектор-функция φϕV = {ucϕ
1 , u

cϕ
2 , v

cϕ
1 , v
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2 }т, vcϕi =

= −V ucϕ
i , обозначает солитонные решения системы (3), которые име-

ют место при µ > V 2, κ > 0.
В изотропном случае cолитонные решения, ответвляющиеся от

нуля, образуют трехпараметрическое семейство; параметрами служат
амплитуда (скорость), сдвиг (фаза) и угол ϕ. Если φV = {uc1, uc2, vc1, vc2}т
является солитонным решением уравнений (3), то φϕV =
= {ucϕ

1 , u
cϕ
2 , v

cϕ
1 , v

cϕ
2 }т = G(ϕ)φV , ϕ ∈ S1, также является солитон-

ным решением. Поэтому достаточно рассмотреть лишь конкретный
случай с фиксированным ϕ:
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1 = ±
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)
,

uc
2 = 0, 0 < V 2 < µ. (5)
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В работах [3, 5] были установлены достаточные условия устойчи-
вости двухпараметрического подсемейства (5) при ϕ = π/2. В насто-
ящей работе этот результат обобщен для всего семейства.

В силу уравнения (4) поведение функционала E(w) + V Q(w) в
окрестности точки w = φϕV полностью определяется спектральными
свойствами самосопряженного оператора

H = E ′′(φϕV ) + V Q′′(φϕV ).

Оператор H имеет вид
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Непосредственным вычислением определяется, что задача на соб-
ственные значения Hψ = λψ сводится к задаче H1χ = λχ, где
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и H1 = G т(ϕ)HG(ϕ), ψ = G(ϕ)χ.
Из формул (6) следует, что задача на собственные значения

H1χ = λχ, χ = {χ1, χ2, χ3, χ4}т сводится к двум автономным
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задачам:

(H11 − V 2)χ1 =
(
λ− V 2λ

λ− 1
)
χ1,
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(
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)
χ2,

(7)

а третья и четвертая компоненты χ определяются по формулам:
χ3,4 = V χ1,2/(λ− 1).

Cпектральная задача (7) приводится к виду(
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Задача (8) исследована в работе [5]. Cпектр λ оператора H совпа-
дает со спектром H1 и состоит из:

— простого отрицательного собственного значения;
— двукратного нулевого собственного значения с собственными

функциями ∂ξφ
ϕ
V и AφϕV ;

— положительной части спектра, отделенной от нуля.
Для нелинейной устойчивости граничных состояний гамильтоно-

вых систем вида (2) ключевую роль играет положительность величины
d(V ) = ∂Q(φV )/∂V [4]. Прямым вычислением легко определить, что
d(V ) > 0 для семейства φϕV , если V

2 > µ/2.
Из спектральных свойств оператора H следует, что при V 2 > µ/2

билинейная форма 〈Hy,y〉 (здесь 〈·, ·〉 обозначает скалярное произве-
дение в соболевских пространствах L2(R) × L2(R) × L2(R) × L2(R))
является неотрицательно определенной на линейном подпространстве
L = {y ∈ X = H1(R) × H1(R) × L2(R) × L2(R), 〈Q′(φϕV ), y〉 = 0},
касательном к многообразию Q(w) = Q(φϕV ) в точке w = φϕV . Более
того,

〈Hy, y〉 ≥ c〈y, y〉, y ∈ L1, (9)

где c — некоторая положительная константа, зависящая от скорости V ,
L1 = L ∩ {〈y, ∂ξφϕV 〉 = 0, 〈y, AφϕV 〉 = 0} [5].
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Из соотношения (9) следует более сильное неравенство

〈Hy, y〉 ≥ c1‖y‖2, y ∈ L1,

где ‖ · ‖ обозначает норму в cоболевском пространстве X [5].
Эти результаты влекут за собой орбитальную устойчивость семей-

ства уединенных волн (5), а именно трехпараметрическое семейство
φϕV орбитально устойчиво (устойчиво по форме) для V 2 > µ/2, ϕ ∈ S1,
т. е. при любом ε > 0 для этого диапазона параметров существует δ > 0
такое, что если ‖w(0) − φϕV ‖ < δ, то

sup
t>0
inf
s∈R
inf
ϕ∈S1
‖w(t)− T (s)G(ϕ)φϕV ‖ < ε.

Здесь1 w(t) обозначает непрерывное по времени решение основ-
ных уравнений (2) на произвольном полуинтервале t ∈ [0, t0) c на-
чальным значением w(0).

Выводы. Рассмотрены вопросы орбитальной устойчивости, или
устойчивости формы, трехпараметрического семейства уединенных
волн в идеализированной модели изотропного композита. Показано,
что задача о достаточных условиях устойчивости для всего семейства
сводится к ранее решенной задаче об устойчивости двухпараметри-
ческого подсемейства. Рассмотренная задача является типичной сре-
ди аналогичных задач об устойчивости локализованных импульсов в
двухмодовых моделях упругих сред таких, например, как стержни,
подверженные сжатию и изгибу. В связи с этим результаты настоя-
щей работы, несмотря на свой теоретический характер, могут быть
использованы для решения фундаментальных задач об устойчивости
локализованных по пространству напряженно-деформированных со-
стояний в стержнях и более сложных моделях композитов, где наряду
с нелинейными эффектами важную роль играют эффекты дисперсии.
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