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РАСЧЕТ АМПЛИТУД ОТРАЖЕННЫХ И
ПРЕЛОМЛЕННЫХ ВОЛН НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА
ИЗОТРОПНЫХ И АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД

Представлена методика нахождения амплитуд электромагнитной
волны после преломления и отражения на границе раздела изотроп-
ных и анизотропных сред.

В работе [1] предложено решение задачи преломления на границе
раздела анизотропных сред. Это решение позволяет найти направления
нормалей к волновым фронтам и поляризации преломленных и отра-
женных волн, но не позволяет найти амплитуды указанных волн. На-
стоящая работа, дополняя результаты работ [1, 2], дает возможность
сформировать единую модель оптической системы на основе общего
подхода, ориентированную на практическое использование в компью-
терных системах анализа и автоматизированного проектирования.

Постановка задачи. Электромагнитная волна Ẽ = Ē exp(−i(ωτ −
−r̄t̄ )), где τ — время, ω — круговая частота, r — радиус-вектор, Ē
— амплитуда напряженности электрического поля, t̄— нормаль к вол-
новому фронту, падает на границу раздела диэлектриков (изотропных
или анизотропных сред). Необходимо найти амплитуды отраженных и
преломленных волн.

Решение задачи. Общие положения. При решении задачи будем
использовать следующие прямые следствия уравнений Максвелла,
справедливые для любых сред [3].
1. Тангенциальные составляющие Ēτ и H̄τ электрической и магнит-

ной напряженностей соответственно непрерывны на границе раздела,
т.е. выполнено условие

Ēτ1 = Ēτ2, H̄τ1 = H̄τ2; (1)

здесь индексы 1 и 2 обозначают соответственно первую и вторую среду.
2. Амплитуды Ē и H̄ электрической и магнитной напряженностей

и нормаль t̄ к волновому фронту связаны соотношением

µH̄ =
c

υ
[t̄, Ē], (2)

где c— скорость света в вакууме, µ— магнитная проницаемость среды
(для прозрачных материалов µ = 1); υ— фазовая скорость волны.
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Выберем систему координат, связанную с поверхностью так, чтобы
ось z совпадала с нормалью N̄ к поверхности, ось x была касательной
к поверхности, лежала в плоскости падения и проекция t̄ на эту ось
была положительна, а ось y дополняла систему координат до правой
ортогональной.

Изотропные среды. Из решения задачи преломления [2] известны
нормали к фронтам t̄0 и t̄00 отраженной и преломленной волн (рис. 1).

Из условия (1) получаем

Ex + E
0
x = E 00

x ,

Ey + E
0
y = E

00
y ,

Hx +H
0
x = H 00

x ,

Hy + H
0
y = H

00
y ;

(3)

здесь величины с одним штрихом относятся к отраженной волне, а с
двумя штрихами— к преломленной.

Выразим вектор магнитной напряженности через компоненты век-
тора электрической напряженности. Из соотношения (2) в выбранной
системе координат имеем

H̄ = n

¯̄̄̄
¯̄ ī j̄ k̄
tx ty tz
Ex Ey Ez

¯̄̄̄
¯̄,

где n = c/ν — показатель преломления среды. Компонент Hz вектора
H̄ в решении не используется. Величины Hx и Hy выражаются следу-
ющим образом:

Hx = n(tyEz − tzEy),
Hy = n(txEz − tzEx).

(4)

Поскольку в изотропных средах Ēt̄ = 0 и в выбранной системе ко-
ординат ty = 0, выразим проекцию Ez через Ex и Ey:

Extx + Eyty + Eztz = 0, Ez = − tx
tz
Ex. (5)

Подставляя полученное выражение в соотношения (4), получим проек-
ции вектора магнитной напряженности для всех трех волн:

H (i)
x =−n(i)t(i)z E(i)

y = β(i)E(i)
y ,

H (i)
y =n(i)(t(i)x E

(i)
z − t(i)z E(i)

x )=−n(i)
1

t
(i)
z

E(i)
x =α(i)E(i)

x , i = 0, . . . , 3,
(6)
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Рис. 1.Поведение электромагнитной волнына границе раздела изотропных сред

где α(i) = −n(i)/t(i)z и β(i) = −n(i)t(i)z — коэффициенты, связывающие
для каждой из трех волн компоненты Ex и Ey с компонентами Hy и
Hx соответственно. После подстановки выражений (6) в систему (3)
получим

Ex + E
0
x = E

00
x , αEx + α0E 0

x = α00E 00
x ,

Ey + E
0
y = E 00

y , βEy + β0E 0
y = β 00E 00

y .
(7)

Решение системы (7) позволяет найти тангенциальные составляю-
щие амплитуды:

E 0
x =

α − α00

α00 − α0
Ex, E 0

y =
β − β00

β 00 − β 0
Ey,

E 00
x =

α− α0

α00 − α0
Ex, E 00

y =
β − β0

β00 − β0
Ey.

(8)
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Из выражений (5) получаем соответствующие нормальные соста-
вляющие:

E 0
z = λ0E 0

x,

E 00
z = λ00E 00

x ,
(9)

где λ(i) = −t(i)x /t(i)z , i = 1, 2.
Фаза волны определяется уравнением (1). В выражениях (8), как

и в классической форме записи уравнений Френеля, если показатель
преломления второй среды больше, чем первой, то направление векто-
ра электрической напряженности изменяется на противоположное (что
может быть представлено фазовым сдвигом на 180o).

Анизотропные среды. В отличие от случая изотропных сред, в за-
даче присутствует до пяти волн: падающая волна Ē0, две отраженные
Ē1, Ē2 и две преломленные волны Ē3, Ē4 (рис. 2). Из уравнения (1)
имеем

E0x + E1x + E2x = E3x + E4x,

E0y + E1y + E2y = E3y + E4y,

H0x +H1x + H2x = H3x +H4x,

H0y +H1y +H2y = H3y +H4y.

(10)

Из решения задачи преломления для анизотропных сред [1] извест-
ны как нормали к отраженным (t̄1, t̄2) и преломленным (t̄3, t̄4) волнам,
так и поляризации этих волн (единичные векторы ē1, ē2, ē3, ē4).

Тангенциальные составляющие амплитуды электрической напря-
женности выражаются следующим образом:

Eix = (ēis̄x)Ei = δiEi, Eiy = (ēis̄y)Ei = γiEi, i = 0, . . . ,4, (11)

где δi = (ēi s̄x) и γi = (ēi s̄y)— коэффициенты, равные соответствую-
щим проекциям на орты s̄x и s̄y вдоль осей x и y.

Поскольку из соотношения (2) имеем

H̄ =
c

ν
[t̄, ē]E,

то для тангенциальных составляющих вектора электрической напря-
женности получим

Hix =
c

νi
[t̄i, ēi] s̄xEi = βiEi, Hiy =

c

νi
[t̄i, ēi] s̄yEi = αiEi, i = 0, . . . ,4;

(12)
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Рис. 2. Поведение электромагнитной волны на границе раздела анизотропных
сред

здесь
αi =

c

υi
[t̄i, ēi] s̄x, βi =

c

υi
[t̄i, ēi] s̄x

— коэффициенты, связывающие для каждой из трех волн компоненты
Ex и Ey с компонентами Hy и Hx соответственно.

Подставив выражения (11) и (12) в систему (10), получаем систему
из четырех линейных уравнений с четырьмя неизвестными:

α0E0 + α1E1 + α2E2 = α3E3 + α4E4,

β0E0 + β1E1 + β2E2 = β3E3 + β4E4,

γ0E0 + γ1E1 + γ2E2 = γ3E3 + γ4E4,

δ0E0 + δ1E1 + δ2E2 = δ3E3 + δ4E4.

(13)

Запишем решение системы (13) в явном виде:

Ei =
∆i

∆
E0, i = 1, . . . ,4, (14)
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где

∆ = (0 + (γ3δ4 − γ4δ3)β2 + (γ4δ2 − γ2δ4)β3 + (γ2δ3 − γ3δ2)β4)α1+

+ ((γ4δ3 − γ3δ4)β1 + 0 + (γ1δ4 − γ4δ1)β3 + (γ3δ1 − γ1δ3)β4)α2+

+ ((γ2δ4 − γ4δ2)β1 + (γ4δ1 − γ1δ4)β2 + 0 + (γ1δ2 − γ2δ1)β4)α3+

+ ((γ3δ2 − γ2δ3)β1 + (γ1δ3 − γ3δ1)β2 + (γ2δ1 − γ1δ2)β3 + 0)α4,

∆1 = (0 + (γ4δ3 − γ3δ4)β2 + (γ2δ4 − γ4δ2)β3 + (γ3δ2 − γ2δ3)β4)α0+

+ ((γ3δ4 − γ4δ3)β0 + 0 + (γ4δ0 − γ0δ4)β3 + (γ0δ3 − γ3δ0)β4)α2+

+ ((γ4δ2 − γ2δ4)β0 + (γ0δ4 − γ4δ0)β2 + 0 + (γ2δ0 − γ0δ2)β4)α3+

+ ((γ2δ3 − γ3δ2)β0 + (γ3δ0 − γ0δ3)β2 + (γ0δ2 − γ2δ0)β3 + 0)α4,

∆2 = (0 + (γ4δ3 − γ3δ4)β0 + (γ0δ4 − γ4δ0)β3 + (γ3δ0 − γ0δ3)β4)α1+

+ ((γ3δ4 − γ4δ3)β1 + 0 + (γ4δ1 − γ1δ4)β3 + (γ1δ3 − γ3δ1)β4)α0+

+ ((γ4δ0 − γ0δ4)β1 + (γ1δ4 − γ4δ1)β0 + 0 + (γ0δ1 − γ1δ0)β4)α3+

+ ((γ0δ3 − γ3δ0)β1 + (γ3δ1 − γ1δ3)β0 + (γ1δ0 − γ0δ1)β3 + 0)α4,

∆3 = (0 + (γ4δ0 − γ0δ4)β2 + (γ2δ4 − γ4δ2)β0 + (γ0δ2 − γ2δ0)β4)α1+

+ ((γ0δ4 − γ4δ0)β1 + 0 + (γ4δ1 − γ1δ4)β0 + (γ1δ0 − γ0δ1)β4)α2+

+ ((γ4δ2 − γ2δ4)β1 + (γ1δ4 − γ4δ1)β2 + 0 + (γ2δ1 − γ1δ2)β4)α0+

+ ((γ2δ0 − γ0δ2)β1 + (γ0δ1 − γ1δ0)β2 + (γ1δ2 − γ2δ1)β0 + 0)α4,

∆4 = (0 + (γ0δ3 − γ3δ0)β2 + (γ2δ0 − γ0δ2)β3 + (γ3δ2 − γ2δ3)β0)α1+

+ ((γ3δ0 − γ0δ3)β1 + 0 + (γ0δ1 − γ1δ0)β3 + (γ1δ3 − γ3δ1)β0)α2+

+ ((γ0δ2 − γ2δ0)β1 + (γ1δ0 − γ0δ1)β2 + 0 + (γ2δ1 − γ1δ2)β0)α3+

+ ((γ2δ3 − γ3δ2)β1 + (γ3δ1 − γ1δ3)β2 + (γ1δ2 − γ2δ1)β3 + 0)α0.

96 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2004. № 3



Приведенное решение позволяет найти амплитуды соответствую-
щих волн. Векторы электрической напряженности представим в виде

Ēi = ēiEi, i = 1, . . . ,4.

Рассмотрим теперь случай, когда одна из сред изотропна. Пусть, на-
пример, изотропна первая среда. Поскольку в этом случае направление
поляризации не задано, примем E1 ≡ Ex, E2 ≡ Ey. Тогда систему (10)
представим в виде

E0x + Ex + 0 = E3x + E4x,

E0y + 0 + Ey = E3y + E4y,

H0x +Hx + 0 = H3x +H4x,

H0y + 0 +Hy = H3y +H4y.

Отсюда видно сходство этой системы с системами (3) и (10). Фак-
тически ее можно свести к системе (10), если принять

α1 = 0, α2 = α0,

β1 = β 0, β2 = 0,

γ1 = 1, γ2 = 0,

δ1 = 0, δ2 = 1.

Решение находится в соответствии с выражением (14). Нормальная со-
ставляющая отраженной волны (в изотропной среде) вычисляется по
формуле (9).

Если изотропна вторая среда, то примем коэффициенты с индекса-
ми 3 и 4:

α3 = 0, α4 = α00,

β3 = β00, β4 = 0,

γ3 = 1, γ4 = 0,

δ3 = 0, δ4 = 1.

Если изотропны обе среды, то после замены коэффициентов систе-
ма (10) сводится к системе (3).

Выводы. Предложен метод расчета амплитуд отраженных и пре-
ломленных волн на границе изотропных и анизотропных сред. Полу-
ченные выражения ориентированы на практические расчеты, в них ис-
пользуется аппарат векторной алгебры, не содержится тригонометри-
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ческих функций и используется система координат, связанная с поверх-
ностью раздела сред, — та же, в которой решается задача преломле-
ния. Это позволяет создать на основе предложенной методики эффек-
тивные математические модели анизотропных сред, которые могут ис-
пользоваться в системах автоматизированного проектирования и ана-
лиза оптических систем.
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