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ВЛИЯНИЕ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ НАНОВКЛЮЧЕНИЙ
И ПОВЕРХНОСТИ НА СПЕКТР ВОЗБУЖДЕНИЙ
В ФОТОННОМ КРИСТАЛЛЕ
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Получено дисперсионное уравнение для возбуждений одномерного фотонного
кристалла электромагнитной волной на основе метода связанных волн. Фурье-
компоненты диэлектрической функции промоделированы для фотонного кри-
сталла с учетом его поверхностной структуры и включений, имеющих от-
рицательную диэлектрическую проницаемость. Выведена формула, связываю-
щая размер отверстия поверхностной поры с диаметром глобул, образующих
кристаллическую структуру. Исследованы решения дисперсионного уравнения
для случаев незаполненного и заполненного фотонного кристалла. В послед-
нем случае в поры были введены металлические нановключения. Показано, что
в первом случае кратные корни дисперсионного уравнения отсутствуют. Во
втором — были обнаружены кратные корни, являющиеся точками поворота.
Проанализировано влияние включений диаметром 1. . . 32 нм. Размеры металли-
ческих нановключений определялись размерами пор для глобулярного фотонного
кристалла с брэгговским максимумом отражения в видимой части спектра.
Учтено поглощение света такими частицами.

Ключевые слова: возбуждения, круговая поляризация, фотонный кристалл, ме-
таллические нановключения, точки поворота.
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The dispersive equation for one-dimensional photonic crystal excitations by an
electromagnetic wave is derived using the method of the coupled waves. Fourier
components of dielectric function are simulated for the photonic crystal taking into
account its surface structure and the inclusions with negative dielectric permeability.
A dependence of the surface pore hole size on diameter globules forming crystal
structure is derived. Solutions of the dispersive equation for the unfilled and filled
photonic crystals are studied. It is shown that multiple roots of the dispersive equation
are absent in the former case. In the latter case metal nanoinclusions were introduced
into the pores and the multiple roots which are turn points were found. Influence of
inclusions with a diameter of 1. . . 32 nanometers was analysed. The sizes of metal
nanoinclusions depend on the sizes of the pores for the globular photonic crystal
with the Bragg reflection maximum in the visible. Light absorption of such particles
was considered.
Keywords: excitations, circular polarization, photonic crystal, metallic nanoparticles,
turn points.

В конденсированной среде, которой является фотонный кристалл
(ФК), электромагнитное поле переносится различными элементарны-
ми возбуждениями. В случае нескольких видов возбуждений возможно
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образование кратных корней дисперсионного уравнения при поглоще-
нии света в кристалле, которые соответствуют точкам поворота [1].
В настоящее время интенсивно изучаются физические свойства ФК
[2–5]. В литературе отсутствует исследование случая кратных корней
дисперсионного уравнения для ФК. В связи с этим в настоящей работе
была поставлена задача нахождения условий для такой особенности
дисперсионного уравнения.

Рассмотрим важный случай, когда волновой вектор электромаг-
нитной волны перпендикулярен плоской границе одномерного ФК.
Рассмотрим волны с круговой поляризацией. Обычно магнитная вос-
приимчивость принимается равной нулю в видимой области спектра.
Тогда из уравнений Максвелла получим волновое уравнение

∂2E±

∂z2
−
1

c2
∂2(ε±E±)

∂t2
= 0, (1)

где z — ось декартовой системы координат, перпендикулярная гра-
ничной поверхности ФК; c — скорость света; ε± — цилиндрические
компоненты диэлектрической функции. Ищем решение уравнения ме-
тодом связанных волн [6] в следующей форме:

E±(t, z) = e±(ω, k, z)e
−iωt+ikz. (2)

Здесь e±(ω, k, z) =
∞∑

n=−∞

e±n(ω, k)e
ingz; g = 2π/a; a — параметр кри-

сталлической решетки; ω — круговая частота; k — волновой вектор.
Диэлектрическую функцию ФК разложим в ряд Фурье

ε±(z) =
∑

l

ε±le
i lg z; ε±l =

1

a

a∫

0

ε±(z)e
−i lg zdz, l = 0,±1,±2,± . . .

(3)
Из ряда (3) использовали слагаемые с номерами l, равными 0,±1.
После подстановки решения (2) в уравнение (1) была получена беско-
нечная система линейных уравнений для определения фурье-амплитуд
e±n(ω, k), n = 0,±1,±2, . . . ,±∞. Ограничимся приближением, для
которого выполнено условие n = 0,±1. Введем следующие обозначе-
ния: k0 = ω/c; g0 = g/k0; K = k/k0. В результате из (1) и (2) получим
дисперсионное уравнение

D(ω, k) = K6 − a2K
4 + a4K

2 − a6 = 0, (4)

a2 = 3ε0+2g
2
0; a4 = 3ε

2
0−2ε−1ε1+g

4
0; a6 = ε

3
0−2ε−1ε0ε1−2(ε

2
0−ε−1ε1)g

2
0+

+ε0g
4
0 . Для наличия кратных корней должны быть выполнены условия

∂D

∂k
= 0;

∂D

∂ω
6= 0,
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которым соответствует ноль групповой скорости. Это означает, что
внутри кристалла образуется стоячая волна у поверхности, на которую
падает волна из окружающей среды. Следовательно, имеем уравнение,
дополнительное к дисперсионному уравнению:

K4 − b2K
2 + b4 = 0, (5)

где b2 = 2ε0+
4

3
g20; b4 = ε

2
0−
2ε−1ε1
3
+
g40
3

. Условие совместности систе-

мы уравнений (4), (5) определяет уравнение условий возникновения
кратного корня, которое удобно представить в форме

F = F1 + iF2 = A
2 − b2AB + b4B

2 = 0, (6)

где A = a6− b4(b2− a2); B = a4− b4− b2(b2− a2). Равенство (6) — это
неявное уравнение для определения условий возникновения кратных
корней. При поглощении света в ФК коэффициенты в уравнениях (4)
и (5) являются комплексными числами. При этом из уравнения (6)
можно определить энергию фотона, которой соответствует максимум
в спектре отражения ФК.

Коэффициент ε0 был рассчитан по условию

ε0 =
1

a

a∫

0

ε±(z)dz = εD(1− η1 − η2) + η2 + εFη1, (7)

где εD — диэлектрическая функция для элементов решетки ФК
(диэлектрических глобул); η1 — объемная доля включений, распо-
ложенных в порах; η2 — объемная доля оставшихся пор; εF — ди-
электрическая функция включений. Диэлектрическая проницаемость
аморфного кремнезема в видимой области спектра равна 2,16, его
показатель преломления для этого интервала — 1,47 [7]. Чтобы вычи-
слить коэффициенты ε−1, ε1, используем два условия: 1) равенство
этих коэффициентов; 2) условие, связанное с изменением диэлек-
трической проницаемости в слое между внешней средой и первой
кристаллической плоскостью. Для получения второго условия рассмо-
трим модель переходного слоя. В приближении эффективной среды
для переходного слоя запишем формулу

εeff = εD(1− 〈η〉) + 〈η〉, (8)

где 〈η〉 — объемная доля в занятой порами области слоя. Используем
в качестве объема слой, заключенный между плоскостями z = 0 и
z = D/2, D — диаметр шара из аморфного кремнезема (атома глобу-
лярного ФК с гранецентрированной кубической решеткой). Вычитая
из объема слоя, принятого за единицу, относительный объем, занятый
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плотно упакованной решеткой из полусфер, получаем формулу

〈η0〉 = 1−
π

3
√
3
, (9)

Числовая оценка по формуле (9) составляет 0,395. Особое условие,
использовавшееся при выводе формулы для коэффициентов ε−1, ε1,
состояло в вычислении диэлектрической функции на первой кристал-
лической плоскости по формуле

ε

(

z =
D

2

)

= εD(1− η10 − η20) + η20 + εFη10 = ε−1 + ε0 + ε1, (10)

где η10, η20 — значения величин η1, η2 на первой кристаллической плос-
кости, 〈η0〉 = η10 + η20. Таким образом, коэффициенты ε−1, ε1 опреде-
лены из условия их равенства и с учетом формул (7)–(10). Формула
(10) получена для случая, когда в оставшихся порах оказалось две
среды, одна из которых воздух или вакуум. Если эта среда имеет ди-
электрическую проницаемость ε2, не равную единице, то в формулах
(7) и (10) вместо слагаемых η2 и η20 должны быть слагаемые ε2η2 и
ε2η20.

С использованием коэффициентов уравнений (4)–(6) было выпол-
нено числовое моделирование в среде Maple [8]. При значениях пара-
метров задачи η20 = 0,395, η2 = 0,26, εF = 0, η1 = 0, εD = 2,16 было
получено F 6= 0, F1 > 0, F2 = 0, т.е. равенство (6) не выполнено и
кратные корни отсутствуют. Следовательно, в случае незаполненного
глобулярного ФК нет точек поворота.

При плотной упаковке шаров аморфного кремнезема на поверх-
ности происходит выход пор. Рассмотрим плоскопараллельный слой
толщинойD, заполненный сферами такого диаметра при плотной упа-
ковке. Между каждой тройкой соприкасающихся шаров есть сквозная
пора. Проведем плоскость через центры этих шаров. Между сечения-
ми шаров получим сечение поры в виде криволинейного треугольника,
стороны которого являются дугами радиусом D/2. Центр этого тре-
угольника представляет собой центр равностороннего треугольника,
вершины которого совпадают с центрами выбранных шаров. Высота
этого треугольника D

√
3/2. В равностороннем треугольнике высоты

делятся центром в отношении 1:2, поэтому расстояние от вершины
равностороннего треугольника до его центра составляет D

√
3/3. Вы-

читая из этого значения радиус сферы, находим половину максималь-
ного диаметра сферической частицы, которая может пройти через пору
между тремя шарами. Максимальный диаметр сферической частицы

dmax = (2/
√
3− 1)D, (11)

т.е. при диаметре глобулы 200 нм максимальный диаметр проникаю-
щей частицы равен 31 нм, а при диаметре глобулы 300 нм — 47 нм.
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Диэлектрическая функция металлических нановключений может
зависеть от частоты, времени свободного пробега электронов и разме-
ра частицы. В видимой области спектра также необходимо учитывать
частоты межзонных переходов. Поэтому для численного моделирова-
ния были взяты экспериментальные значения диэлектрической функ-
ции металлических нановключений из работы [9], в которой изуче-
ны диэлектрическая функция нановключений золота. Вещественная и
мнимая части этой функции были аппроксимированы по следующим
формулам:

ε1F = ε10 + (ε1R − ε10)(1− exp

(

−
E − E0
ER − E

)

;

ε2F = ε20 + (ε2R − ε20) th

(
E − E0
ER − E

)

,

где ε10 = ε13+(ε14−ε13) exp(−d1/d0); ε1R = ε15+(ε16−ε15) exp(−d1/d0);
ε20 = ε17+(ε18− ε17) exp(−d1/d0); ε2R = ε19+(ε20− ε19) exp(−d1/d0);
ε13 = −10, 5; ε14 = −15, 0;ε15 = −0, 50; ε16 = −4, 0; ε17 = 1, 3;
ε18 = 10, 0; ε19 = 5,5; ε20 = 6, 5; d1 — диаметр частицы золота; d0 —
параметр, d0 = 4,7 нм; E0 — параметр, E0 = 2,0 эВ; ER — энергия меж-
зонного перехода, ER = 3,5 эВ. В случае заполнения ФК нановключе-
ниями золота с параметрами диэлектрической функции, взятыми из
работы [9], было реализовано условие существования кратных корней.
В соответствии с формулой (11) диаметр частицы золота варьировался
в пределах 1. . . 32 нм. Типичный результат расчета (часть а рисунка)
получен при следующих значениях: диаметр частицы d1 = 7,7 нм;
объемная концентрация металла 24,5 %; D = 200 нм; объемная до-
ля воздуха 1,5 %. Длина волны электромагнитного излучения равна
400 нм.

Дисперсионное уравнение (4) допускает существование более
сложного случая, когда имеет место корень с кратностью три. Этот
случай определяет условие

G = G1 + iG2 = a2a4 − 9a6 = 0. (12)

При анализе возможности получения указанного случая на основе ра-
венства (12) было обнаружено, что он отсутствует для незаполненно-
го глобулярного ФК. Трехкратный корень дисперсионного уравнения
может существовать в глобулярном ФК, если в его поры поместить
нановключения золота (часть б рисунка). Пример реализации этой
возможности получен при следующих значениях: диаметр частицы
d1 = 5,8 нм; объемная концентрация металла 20,5 %; D = 300 нм; объ-
емная доля воздуха 5,5 %; длина волны электромагнитного излучения
490 нм.
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Зависимость компонент функции F = F1 + iF2F = F1 + iF2F = F1 + iF2 от энергии фотонов в области

ее нулевого значения для искусственного опала с нановключениями золота

в области простой точки поворота (а) и зависимость компонент функции

G = G1 + iG2G = G1 + iG2G = G1 + iG2 от энергии фотонов в области ее нулевого значения для этого же

опала в области сложной точки поворота (б):

1 — F1; 2 — F2; 3 — G1; 4 — G2

Следовательно, при заполнении пор глобулярного ФК частицами
золота в спектре ФК возможны два вида точек поворота.

Выводы. 1. Найдено уравнение для определения пересечений двух
дисперсионных кривых в фотонных кристаллах.

2. В ходе числового моделирования для опаловой матрицы без
включений (глобулярный ФК) доказано отсутствие пересечения дис-
персионных кривых.

3. Для опаловой матрицы с нановключениями частиц золота найде-
но пересечение дисперсионных кривых в видимой области, т.е. точка
поворота в спектре.

4. Обнаружена область существования более сложного пересе-
чения, которому соответствует тройное пересечение дисперсионных
кривых, и показано ее отсутствие, если в ФК нет включений.

5. Теория пересечения дисперсионных кривых распространена на
ФК, т.е. пористую среду с периодической модуляцией диэлектриче-
ской функции, для которой обнаружено два вида точек поворота.
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