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Рассмотрена математическая модель нестационарного процесса теплопро-
водности в электронагревательном элементе, представляющем собой цилин-
дрический проводник с нанесенным на его боковую поверхность защитным
керамическим покрытием. В проводящем слое электронагревательного эле-
мента происходит выделение теплоты с объемной мощностью, зависящей от
силы электрического тока. Отвод теплоты осуществляется с поверхности
защитного покрытия по закону Ньютона. Предположено, что контактная
поверхность между слоями обладает известным термическим сопротивлени-
ем, а теплофизические свойства материалов зависят от температуры. По
результатам численных расчетов исследовано влияние геометрических и те-
плофизических параметров задачи на характер эволюции температуры элек-
тронагревательного элемента. При этом выделены рабочие режимы нагрева,
при которых плавление проводника не наблюдается. В рассматриваемой мно-
гопараметрической задаче для нахождения таких режимов заданы значения
всех параметров кроме толщины защитной керамической оболочки, определе-
но такое критическое значение этой толщины, при котором температура на
оси проводника достигает температуры плавления.
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The mathematical model of non-stationary process of heat conduction in an electric
heating element is considered. The element is a cylindrical conductor with a protective
ceramic coating sputtered on its lateral surface. The conducting layer of the electric
heating element generates heat of the volumetric power depending on electric current.
The heat extracts from a surface of protective coating according to the Newton law.
The contact surface between layers is assumed to possess known thermal resistance
and thermal physical properties of materials depend on temperature. Influence of
geometrical and thermo physical parameters of the model on the evolution of the
electric heating element temperature has been studied, operating modes of heating
without melting the conductor being determined. A critical value of the protective
ceramic coating thickness at which temperature on the axis of the conductor reaches
the melting temperature is defined.
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Введение. Теория теплопроводности широко используется в ин-
женерных расчетах [1, 2]. В частности, в теории нелинейной теплопро-
водности важное место занимает класс задач по исследованию тепло-
вого состояния активных сред, в которых происходят экзотермические
процессы [3, 4]. В работах [5–10] рассмотрены задачи, в которых моде-
лируются тепловые состояния многослойных конструкций различной
геометрической конфигурации при наличии идеального и неидеаль-
ного теплового контакта между слоями.

В настоящей работе изучено влияние геометрического параметра
задачи на температурный режим двухслойного цилиндрического элек-
тронагревательного элемента с учетом термического сопротивления
контактной поверхности.

Физическая постановка задачи и математическая модель про-
цесса. Рассмотрим электронагревательный элемент, представляющий
собой цилиндрическую проволоку радиусом r1 с нанесенным на
ее поверхность защитным покрытием — слой керамики толщиной
d = r2 − r1 (рис. 1). При пропускании электрического тока по на-
гревателю (проволоке) в нем выделяется теплота. Согласно закону
Джоуля – Ленца, объемная мощность тепловых источников определя-
ется по формуле

Q (T ) = J2γ (T ) ,

где T — температура; J — плотность тока; γ (T ) — удельное электри-
ческое сопротивление проводника. На поверхности защитного покры-
тия происходит отвод теплоты в окружающую среду с коэффициентом
теплоотдачи α. Контактная поверхность металлической проволоки и
керамики обладает термическим сопротивлением RT [11]. Полагая,
что теплофизические параметры материалов электронагревательно-
го элемента зависят от температуры, запишем математическую мо-
дель рассматриваемого процесса нестационарной теплопроводности

Рис. 1. Осевое сечение электро-
нагревательного элемента:
1 — проводник; 2 — керамика
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в виде

ρ1c1 (T1)
∂T1

∂t
=
1

r

∂

∂r

(

λ1 (T1) r
∂T1

∂r

)

+

+Q (T1) , t > 0, 0 ≤ r < r1;

ρ2c2 (T2)
∂T2

∂t
=
1

r

∂

∂r

(

λ2 (T2) r
∂T2

∂r

)

, t > 0, r1 < r < r2;

(1)

T1 (r, 0) = T0, 0 ≤ r ≤ r1;
T2 (r, 0) = T0, r1 ≤ r ≤ r2;

(2)

−λ2 (T2)
∂T2

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r2

= α (T2 (r2, t)− T0) , t > 0; (3)

− λ1 (T1)
∂T1
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∣
∣
∣
∣
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=
1

RT
(T1 (r1, t)− T2 (r1, t)) =

= −λ2 (T2)
∂T2

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r1

, t > 0. (4)

Здесь индекс j = 1 соответствует проводнику; j = 2 — защитно-
му керамическому покрытию; r — радиальная координата; t — время;
Tj (r, t) , j = 1, 2 — искомые температурные поля; ρ, c, λ — плот-
ность, удельная теплоемкость и коэффициент теплопроводности; T0 —
начальная температура, равная температуре окружающей среды.

В указанной задаче следует учитывать условие ограниченности
температуры на оси проводника [12].

Введем функции
F (T1, r) = rQ (T1) ;

Cj (Tj, r) = ρjrcj (Tj) ,Λj (Tj, r) = rλj (Tj) , j = 1, 2,

и запишем задачу (1)–(4) в виде

C1 (T1, r)
∂T1

∂t
=

∂

∂r

(

Λ1 (T1, r)
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∂r

)

+ F (T1, r) , t > 0, 0 ≤ r < r1;

C2 (T2, r)
∂T2

∂t
=

∂

∂r

(

Λ2 (T2, r)
∂T2

∂r

)

, t > 0, r1 < r < r2;

(5)
T1 (r, 0) = T0, 0 ≤ r ≤ r1;
T2 (r, 0) = T0, r1 ≤ r ≤ r2;

(6)

T1 (0, t) <∞, t > 0;

−Λ2 (T2, r)
∂T2

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r2

= αr2 (T2 (r2, t)− T0) , t > 0;
(7)
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− Λ1 (T1, r)
∂T1

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r1

=
r1

RT
(T1 (r1, t)− T2 (r1, t)) =

= −Λ2 (T2, r)
∂T2

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r1

, t > 0. (8)

Построение алгоритма приближенного решения. Для нахожде-
ния приближенного аналитического решения начально-краевой зада-
чи (5)–(8), воспользуемся модификацией метода [13], предложенного
в работе [14]. Для этого согласно методу Роте проведем дискретиза-
цию временной переменной t системой точек tk = kτ , k = 1, 2, . . .
(τ > 0 — достаточно малый шаг разбиения) и заменим в уравнениях
(5) производные по времени разностными отношениями:

∂Tj

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tk

≈
T
(k)
j (r)− T

(k−1)
j (r)

τ
, j = 1, 2,

где T (k)j (r) — приближенные значения функций Tj (r, t) при t = tk;

T
(0)
j (r) = T0 в силу начальных условий (6).

Проведем линеаризацию задачи (5)—(8). На каждом временном
слое t = tk все нелинейности в уравнениях (5), граничных условиях
(7) и в условии сопряжения (8) будем полагать известными, вычислен-
ными на предыдущем временном слое t = tk−1:

F (k) (r) = F
(
T
(k−1)
1 (r) , r

)
;

C
(k)
j (r) = Cj

(
T
(k−1)
j (r) , r

)
,Λ
(k)
j (r) = Λj

(
T
(k−1)
j (r) , r

)
, j = 1, 2.

Кроме того, на временно́м слое t = tk значения тепловых потоков в
(7) и (8) определим через значения функций T

(k−1)
j (r), найденных на

предыдущем временном слое t = tk−1:

q
(k)
2 = αr2

(
T
(k−1)
2 (r2)− T0

)
;

q
(k)
1 =

r1

RT

(
T
(k−1)
1 (r1)− T

(k−1)
2 (r1)

)
.

Это позволяет записать условие сопряжения (8) в виде двух гра-
ничных условий

−Λ(k)1 (r)
∂T
(k)
1

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r1

= q
(k)
1 ;

−Λ(k)2 (r)
∂T
(k)
2

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r1

= q
(k)
1 .

Таким образом, дифференциально-разностный аналог начально-крае-
вой задачи (5)–(8) можно представить следующей итерационной
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схемой (k = 1, 2, . . .) решения двух краевых задач для линейных
эллиптических уравнений с переменными коэффициентами Λ(k)j (r)

и C(k)j (r).
Краевая задача 1:

−
d

dr

[

Λ
(k)
1 (r)

dT
(k)
1

dr

]

+
1

τ
C
(k)
1 (r)T

(k)
1 (r) =

=
1

τ
C
(k)
1 (r)T

(k−1)
1 (r) + F (k) (r) , 0 < r < r1; (9)

T
(k)
1

∣
∣
∣
∣
r=0

<∞; −Λ(k)1 (r)
dT
(k)
1

dr

∣
∣
∣
∣
r=r1

= q
(k)
1 . (10)

Краевая задача 2:

−
d

dr

[

Λ
(k)
2 (r)

dT
(k)
2

dr

]

+
1

τ
C
(k)
2 (r)T

(k)
2 (r) =

=
1

τ
C
(k)
2 (r)T

(k−1)
2 (r) , r1 < r < r2; (11)

−Λ(k)2 (r)
dT
(k)
2

dr

∣
∣
∣
∣
r=r1

= q
(k)
1 ; −Λ

(k)
2 (r)

dT
(k)
2

dr

∣
∣
∣
∣
r=r2

= q
(k)
2 . (12)

На каждом временно́м слое t = tk задачи (9), (10) и (11), (12)
решаются независимо.

Сходимость метода Роте для краевых задач в нелинейной поста-
новке доказана в работе [15] для класса степенных функций.

На k-м шаге итерации решения краевых задач (9), (10) и (11), (12)
будем искать в виде разложений в ряды Фурье:

T
(k)
j (r) =

∞∑

n=0

δna
(k)
j,nXj,n (r) , rj−1 ≤ r ≤ rj, j = 1, 2, (13)

по системам собственных функций {Xj,n (r)}
∞
n=0 следующих задач

(j = 1, 2)Штурма – Лиувилля

X ′′j (r) + θjXj (r) = 0, rj−1 < r < rj;
X ′j (rj−1) = 0, X

′
j (rj) = 0,

(14)

где r0 = 0; δn =

{
0,5, n = 0;
1, n > 0.

Собственные значения θj,n и собственные функции задач (14) име-
ют вид [16]

θj,n =
πn

rj − rj−1
; Xj,n (r) = cos θj,n (r − rj−1) , j = 1, 2.
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Для нахождения коэффициентов Фурье a(k)j,n, j = 1, 2 в разложени-
ях (13), умножим уравнения (9) и (11) на функции X1,n (r) и X2,n (r)
соответственно и проинтегрируем полученные равенства по перемен-
ной r: первое — от r0 = 0 до r1, второе — от r1 до r2. В результате
запишем следующие соотношения:

−

rj∫

rj−1

d

dr

[

Λ
(k)
j (r)

dT
(k)
j

dr

]

Xj,n (r) dr+
1

τ

rj∫

rj−1

C
(k)
j (r)T

(k)
j (r)Xj,n (r) dr =

=
1

τ

rj∫

rj−1

C
(k)
j (r)T

(k−1)
j (r)Xj,n (r) dr +Hj, j = 1, 2, (15)

где H1 =

r1∫

0

F (k) (r)X1,n (r) dr; H2 = 0.

Для вычисления первого интеграла в левой части соотношения
(15) применим правило интегрирования по частям. Тогда с учетом
граничных условий (10) и (12), а также

Xj,n (rj−1) = 1, Xj,n (rj) = (−1)
n
, j = 1, 2,

получим

rj∫

rj−1

Λ
(k)
j (r)

dT
(k)
j

dr

dXj,n

dr
dr +

1

τ

rj∫

rj−1

C
(k)
j (r)T

(k)
j (r)Xj,n (r) dr =

=
1

τ

rj∫

rj−1

C
(k)
j (r)T

(k−1)
j (r)Xj,n (r) dr +Kj, j = 1, 2, (16)

где

K1 = H1 + (−1)
n+1

q
(k)
1 ; K2 = H2 + (−1)

n+1
q
(k)
2 + q

(k)
1 .

Подставляя в соотношения (16) разложения (13) и учитывая равен-
ства

Xj,n (r)Xj,m (r) =
1

2
[Xj,n−m (r) +Xj,n+m (r)] ;

dXj,n

dr

dXj,m

dr
=
θj,nθj,m

2
[Xj,n−m (r)−Xj,n+m (r)] ,

записываем следующие бесконечные системы линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно коэффициентов Фурье a(k)j,n, j = 1, 2:

∞∑

m=0

A
(k)
j,nmδma

(k)
j,m = b

(k)
j,n, n = 0, 1, . . . , j = 1, 2, (17)

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4 69



где

A
(k)
j,nm =

π2nmτ

rj − rj−1

(
φ
(k)
j,n−m − φ

(k)
j,n+m

)
+ (rj − rj−1)

(
ψ
(k)
j,n−m + ψ

(k)
j,n+m

)
;

b
(k)
j,n = f

(k)
j,n + (rj − rj−1)

∞∑

m=0

δma
(k−1)
j,m

(
ψ
(k)
j,n−m + ψ

(k)
j,n+m

)
;

f
(k)
1,n = 4τ (−1)

n+1
q
(k)
1 + 2τr1ξ

(k)
n , f

(k)
2,n = 4τ

(
(−1)n+1 q(k)2 + q

(k)
1

)
.

Здесь φ(k)j,p и ψ
(k)
j,p — коэффициенты Фурье функций Λ(k)j (r) и C

(k)
j (r)

по системам собственных функций {Xj,p (r)}
∞
p=0 задач Штурма –

Лиувилля (14); ξ
(k)
n — коэффициенты Фурье функции F (k) (r) по

системе собственных функций {X1,n (r)}
∞
n=0.

Для решения бесконечных систем (17) применяем метод редук-
ции [17, 18]. При этом порядок усечения Nj, j = 1, 2 каждой системы
определяем на основе оценки Рунге [13]. Таким образом, на временно́м
слое t = tk решения краевых задач (9), (10) и (11), (12) могут быть
представлены в аналитической форме в виде тригонометрических ря-
дов Фурье

T1 (r, tk) ≈
N1∑

n=0

δna
(k)
1,n cos

πnr

r1
;

T2 (r, tk) ≈
N2∑

n=0

δna
(k)
2,n cos

πn (r − r1)
r2 − r1

,

коэффициенты a
(k)
j,n которых находим из конечных систем (Nj + 1)-го

порядка [18].
Выбор шага τ по временно́й переменной осуществляется согласно

правилу двойного пересчета [19]. В фиксированный момент времени
t∗ сравниваются распределения температуры в проводящем слое элек-
тронагревательного элемента (0 ≤ r ≤ r1), полученные в результате
вычислений с шагом τ1 = τ и τ2 = τ/2. Выбирается такое значение τ ,
при котором ∥

∥
∥T τ/21 (r, t∗)− T τ1 (r, t∗)

∥
∥
∥
2∥

∥
∥T τ/21 (r, t∗)

∥
∥
∥
2

< ε,

где ε — заданное значение относительной погрешности; норма ‖ ∙ ‖2
соответствует критерию малости среднеквадратичной ошибки [19].

Результаты численных расчетов. В рассматриваемой модели
примем значение силы тока I = const. Тогда при заданных значениях
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параметров задачи I = 9А, r1 = 0,15 ∙ 10−3 м находим

J2 =

(
I

πr21

)2
= 1,62 ∙ 1016 А2/м4.

Для нихромовой проволоки удельное электрическое сопротивление
слабо зависит от температуры и при расчетах его можно полагать
постоянным: γ0 = 1,1 ∙ 10−6Ом∙м [20].

Теплофизические параметры материалов электронагревательного
элемента приведены ниже [20]. Плотности этих материалов принима-
ются постоянными и равными ρ1 = 8300 кг/м3, ρ2 = 5200 кг/м3. Зна-
чения остальных параметров: α = 400Вт/(м2∙K); RT = 0,5 ∙ 10−4 (м2×
×K)/Вт; T0 = 300K; Tпл = 1200K (температура плавления нихрома).

Теплофизические свойства нихрома

T , K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

λ1, Вт/(м∙K) . . . . . . . . . . . . . 12,8 14,3 16,0 17,7 19,4 21,2 22,7 24,0 25,2 26,1

c1, Дж/(кг∙K). . . . . . . . . . . . . 450 465 480 495 505 515 520 525 530 535

Теплофизические свойства керамики

T , K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300 500 700 900 1100 1300 1500

λ2, Вт/(м∙K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2,0 1,8 1,6 1,5 1,6 1,8 2,0

c2, Дж/(кг∙K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 460 505 550 600 640 680 725

Варьируя в рассматриваемой задаче параметр d, находим критиче-
ское значение dкр толщины керамического покрытия электронагрева-
тельного элемента. Как следует из расчетов, dкр = 1 ∙ 10−3 м. Характер
эволюции температуры T1 (0, t) при d = dкр (рис. 2, а) подтверждает,
что в процессе нагрева проводника температура на его оси достигает
значения температуры плавления материала, равного 1200 K.

Рис. 2. Эволюция температуры T1 (0, t)T1 (0, t)T1 (0, t) наиболее нагретой осевой точки элек-
тронагревательного элемента при d = 1d = 1d = 1мм (а) и температурное поле в осевом
сечении электронагревательного элемента в момент времени t = 40t = 40t = 40 с (б)

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 4 71



Распределение температуры в осевом сечении электронагреватель-
ного элемента для момента времени t = 40 с, соответствующего вы-
ходу на стационарный режим, приведено на рис. 2, б. При этом темпе-
ратура охлаждаемой поверхности керамического покрытия достигает
810 K, а перепад температуры на контактной поверхности составля-
ет 80 K.

Заключение. Предложенный в работе алгоритм позволяет на-
ходить нестационарное температурное поле в многослойных обла-
стях цилиндрической формы при наличии термического сопротивле-
ния контактных поверхностей, а также учитывать изменение тепло-
физических свойств материалов и мощности источников выделения
теплоты в зависимости от температуры. Применение этого алгоритма
для решения задачи о нахождении критической толщины защитно-
го керамического покрытия позволило определить область рабочих
режимов электронагревательного элемента с установившейся темпе-
ратурой, не превышающей температуры плавления проводника.
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Управление техническими системами

Изложены теоретические положения процедур анализа и синтеза систем
управления при проектировании станков с числовым программным упра-
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и их элементов.
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